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Prefata

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768, "Formarea
cadrelor didactice universitare si a studentilor in domeniul utilizarii unor instrumente moderne
de predare-invatare-evaluare pentru disciplinele matematice, in vederea crearii de competente
performante si practice pentru piata muncii”. Finantat din Fondul Social European si implemen-
tat de catre Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului, in colaborare cu The Red
Point, Oameni si Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnica de Constructii
din Bucuresti, Universitatea "Politehnica” din Bucuresti, Universitatea din Pitesti, Universi-
tatea Tehnica "Gheorghe Asachi” din lagi, Universitatea de Vest din Timigoara, Universitatea
"Dunarea de Jos” din Galati, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea "1 Decem-
brie 1918” din Alba-Iulia, proiectul contribuie in mod direct la realizarea obiectivului general al
Programului Operational Sectorial de Dezvoltare a Resurselor Umane - POSDRU si se 1nscrie in
domeniul major de interventie 1.2 Calitate in invatamantul superior. Proiectul are ca obiectiv
adaptarea programelor de studii ale disciplinelor matematice la cerintele pietei muncii si crearea
de mecanisme si instrumente de extindere a oportunitatilor de invatare. Evaluarea nevoilor
educationale obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate de utilizarea matematicii in
invatamantul superior, masterate si doctorate precum si analizarea eficacitatii si relevantei
curriculelor actuale la nivel de performanta si eficienta, in vederea dezvoltarii de cunostinte
si competente pentru studentii care Invata discipline matematice in universitasi, reprezinta
obiective specifice de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea si armonizarea curriculelor uni-
versitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de pe piata muncii, elaborarea si
implementarea unui program de formare a cadrelor didactice si a studentilor interesati din
universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea gi armonizarea de curriculum, crearea unei baze
de resurse inovative, moderne gi functionale pentru predarea-invatarea-evaluarea in disciplinele
matematice pentru invatamantul universitar sunt obiectivele specifice care au ca raspuns mate-
rialul de fata. Formarea de competente cheie de matematica si informatica presupune crearea
de abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea personala, incluziune sociala
si insertie pe piata muncii. Se poate constata insa ca programele disciplinelor de matematica
nu au intotdeauna in vedere identificarea si sprijinirea elevilor si studentilor potential talentati
la matematica. Totusi, studiul matematicii a evoluat in exigente pana a ajunge sa accepte
provocarea de a folosi noile tehnologii in procesul de predare-invatare-evaluare pentru a face
matematica mai atractivd. In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotita de anali-

za metodelor gi instrumentelor folosite pentru identificarea si motivarea studentilor talentati



0. PREFATA

la matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor de masa, cat si celor de elita. Viziu-
nea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea unor schimbari in abordarea
fenomenului matematic pe mai multe planuri: informarea unui numar cat mai mare de membri
ai societatii in legatura cu rolul gi locul matematicii in educatia de baza in instructie gi in des-
coperirile gtiintifice menite sa imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popularizarea unor mari
descoperiri tehnice, si nu numai, in care matematica cea mai avansata a jucat un rol hotarator.
De asemenea, se urmareste evidentierea unor noi motivatii solide pentru invatarea si studiul
matematicii la nivelele de baza si la nivel de performanta; stimularea creativitatii si formarea la
viitorii cercetatori matematicieni a unei atitudini deschise fata de insusirea aspectelor specifice
din alte stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare sau a abordarii
unei cercetari inter si multi disciplinare; identificarea unor forme de pregatire adecvata pen-
tru viitorii studenti ai disciplinelor matematice, In scopul utilizarii la nivel de performanta a

aparatului matematic In construirea unei cariere profesionale.



Introducere

Algebra liniara constituie de multa vreme unul din instrumentele fundamentale pentru dis-
ciplinele matematice cu aplicabilitate in inginerie. Aceasta furnizeaza metode de lucru pentru
geometrie, analiza matematica, ecuatii diferentiale, teoria sistemelor etc.

Cursul de algebra liniara pe care 1l prezentam a fost elaborat pe baza lectiilor de algebra
liniara tinute de autori, la universitatile la care predau, pentru studentii anilor I. Credem ca
el va fi util atat studentilor de la facultatile tehnice, cat si studentilor de la facultatile de
matematica si informatica. Cursul a fost elaborat in conformitate cu programa revizuita a
disciplinei de algebra liniara. Are ca scop sa asigure invatarea notiunilor de baza ale algebrei
liniare pe parcursul unui semestru de studiu.

Cartea se constituie ca un material unitar si cuprinzator, prezentat intr-o ordine fireasca,
continand partea teoretica a problematicii. Majoritatea enunturilor matematice sunt insotite
de demonstratii complete si de exemple sugestive care asigura asimilarea corecta a notiunilor
matematice. Sunt tratate urmatoarele capitole: calcul matriceal, spatii vectoriale si euclidiene,
transformari liniare, vectori gi valori proprii, algebra multiliniara si produs tensorial.

La sfarsitul fiecarui capitol sunt introduse probleme propuse prin care studentul este invitat
sa verifice temeinicia Insusirii notiunilor prezentate. Au fost incluse un numéar de aproximativ
160 de probleme, de diferite grade de dificultate. Unele probleme sunt calculatorii, altele de
rutina si urmaresc fixarea unor notiuni si tehnici de lucru, iar altele sunt de natura teoretica
si au scopul de a iImbunatati rationamentul matematic. Aceasta activitate este usgurata de

prezentarea la majoritatea problemelor a unor indicatii si rezolvari.

Autorii

xi






CAPITOLUL 1

Preliminarii

In acest capitol vom prezenta notiunile algebrice de baza necesare pentru a putea parcurge
capitolele urmatoare. In prima sectiune reamintim definitiile structurilor fundamentale din
algebra (multimi, functii, relatii de echivalenta, grupuri, inele gi corpuri), precum gi proprietati
importante ale acestora. A doua sectiune este dedicata studiului grupului de permutéri (.S, o).
Sectiunile 3 si 4 trateaza inelul K[X], al polinoamelor intr-o nedeterminata cu coeficienti intr-
un corp comutativ K. Sunt studiate principalele proprietati ale inelului K[X] gi se arata ca
aritmetica lui K[X] este similara celei a lui Z.

1.1. Structuri algebrice

1.1.1. Multimi. O colectie de obiecte se numeste multime. Un membru al acestei colectii
se mai numeste si element al multimii. Daca z este un element al multimii A, atunci spunem ca
x apartine lui A i scriem x € A; In caz contrar, spunem ca x nu apartine lui A si scriem x ¢ A.
De exemplu, 1 € {1,2,3} si 4 ¢ {1,2,3}, unde {1,2,3} reprezinta multimea avand elementele
1,2 si 3.

Spunem ca doua multimi A, B sunt egale, si scriem A = B, daca au aceleagi elemente.
Spunem ca A este o submulfime a lui B daca orice element care apartine lui A apartine si lui B.
Notam aceasta prin A C B sau B D A. Daca, in plus, A # B, spunem ca A este o submulfime
proprie a lui B sau ca A este strict inclusa In B ¢i notam A C B sau B D A. Prin urmare,
obtinem ca A=B<< AC Bsgi BC A.

Avem urmatoarele exemple importante de multimi:

(1) multimea numerelor naturale N = {0,1,2,...},

(2) multimea numerelor intregi Z = {...,—-2,-1,0,1,2,...},

(3) multimea numerelor rationale Q = {a/b| a,b € Z,b # 0},

(4) multimea numerelor reale R = { toate scrierile zecimale + dids . . . d,,, ajasas . . .},

(5) multimea numerelor complexe C = {a + bi| a,b € R,i> = —1}.
Intre aceste multimi au loc urmatoarele incluziuni N C Z C Q C R C C. Vom nota cu Q, R
multimea numerelor rationale pozitive, respectiv a numerelor reale pozitive. De asemenea, vom
nota cu Z* = 7.\ {0} si analog definim multimile Q*, R*, C*. Mulfimea vidd, notata cu (), este
multimea care nu are nici un element. O multime diferita de multimea vida se numeste mulfime
nevida.

Fie A, B doua multimi. Intersectia multimilor A si B, notata cu AN B, reprezinta multimea
elementelor care apartin gi lui A gi lui B. Doua multimi a caror intersectie este multimea vida

1



1. PRELIMINARII

se numesc disjuncte. Reuniunea multimilor A gi B, notata cu A U B, reprezinta multimea
elementelor care apartin lui A sau lui B. Diferenfa dintre multimile A si B se noteaza cu
A\ B sgi reprezinta multimea tuturor elementelor care apartin lui A gi nu apartin lui B.
Produsul cartezian al multimilor A si B se noteaza cu A X B si reprezinta multimea tu-
turor perechilor ordonate (z,y) cu # € A gi y € B. De exemplu, daca A = {1,2} si
B = {1,3,4} atunci AN B = {1}, AUB = {1,2,3,4}, A\ B = {2}, B\ A = {3,4} s
Ax B=1{(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4)}.

Fie A o multime nevida. O relatie binara pe multimea A este o submultime R a produsului
cartezian A x A gi scriem a ~ b daca (a,b) € R.

Relatia binara ~ pe multimea A se numeste:

(a) reflexiva daca a ~ a, pentru orice a € A;
(b) simetrica daca a ~ b implica b ~ a pentru orice a,b € A;
(c) tranzitiva daca a ~ b gi b ~ ¢ implica a ~ ¢ pentru orice a, b, c € A.

O relatie binara ~ pe A se numeste relafie de echivalentd daca ~ este reflexiva, simetrica si
tranzitiva.

Daca ~ defineste o relatie de echivalenta pe A, atunci clasa de echivalenfa a elementului
a € A, pe care o vom nota cu a, este multimea {x € Alx ~ a}. Despre elementele clasei de
echivalenta a lui a se spune ca sunt echivalente cu a. Daca C este o clasa de echivalenta, orice
element al lui C' se numeste un reprezentant al clasei C. O submultime S a lui A se numeste
sistem complet de reprezentanti pentru relatia de echivalenta ~, daca S contine exact cate
un reprezentant al fiecarei clase de echivalenta. Deci, S este sistem complet de reprezentanti

pentru ~ daca si numai daca S verifica simultan urmatoarele conditii:

(1) pentru orice a € A exista s, € S astfel incit a ~ s,,
(2) orice doua elemente distincte ale lui S nu sunt echivalente.

Reamintim ca o partitie a unei multimi nevide A este o familie de submultimi nevide disjuncte
doua cate doua ale lui A a carei reuniune este A. Se poate observa ugor ca multimea claselor
de echivalenta ale lui A in raport cu relatia de echivalenta ~ este o partitie a lui A. Multimea

claselor de echivalenta se numegte mulfimea factor a lui A modulo ~ gi se noteaza cu A/ ~.
Agadar A/ ~={a:a € A}.

Exemplul 1.1.1. Fie n un numar natural. Definim pe multimea Z. relatia binara
a~b dacagi numai daca nl|b— a.

Se observa imediat ca a ~ a si a ~ b implica b ~ a, ceea ce inseamna ca ~ este reflexiva si
simetrica. Dacd a ~ b gi b ~ ¢ atunci obtinem ca n|b — a si n|c — b, deci n divide si suma
(b—a)+ (¢ — b) = ¢ — a. Prin urmare obtinem ca a ~ ¢, adica ~ este tranzitiva. Deci ~ este
o relatie de echivalenta pe Z, care se mai numeste si relatia de congruenta modulo n pe Z. si se
noteaza de obicei cu = (modn). Pentru n = 0 se vede imediat ca relatia de congruenta modulo
0 este chiar egalitatea, iar pentru n = 1 orice doua numere sunt congruente modulo 1. Obtinem
in aceste doua cazuri particulare ca pentru un numar arbitrar r € Z avem 7 = {r} daca n = 0,

2



1.1. STRUCTURI ALGEBRICE

respectiv # = Z daca n = 1. Sa presupunem in continuare ca n > 2. Aplicand teorema
impartirii cu rest in Z obtinem c& a = b(mod n) daca gi numai daca a si b dau acelagi rest prin
impértirea cu n. Deci # = {r 4+ nk|k € Z}. In concluzie, Z are exact n clase de echivalenti
distincte, iar un sistem complet de reprezentanti pentru relatia = (modn) este orice multime
formatd cu n numere consecutive, in particular {0,1,...,n — 1}. Multimea factor a lui Z
modulo = (mod n) se noteaza cu Z,. Deci

Zz,=1{0,1,...,n—1}.

1.1.2. Functii. Fie A si B doua multimi. Reamintim ca o functie (sau aplicatie) f definita
pe A cu valori in B, se noteaza f : A — B, si asociaza fiecarui element x € A un unic element
din B, pe care il notam f(x). Multimea A se numegte domeniul de definitie al lui f, iar B se
numeste codomeniul lui f. Trebuie remarcat ca, daca functia f nu este definita explicit pentru
fiecare element trebuie, In general, verificat ca functia f este bine definita.

Multimea f(X) = {f(a)la € X}, unde X C A este o submultime a lui B, se numeste
imaginea lui X prin f. In particular f (A) se noteaza cu Im(f) si se numeste imaginea lui f.
Pentru fiecare submultime C' a lui B submultimea lui A data prin f~1(C) = {a € A|f(a) € C}
se numeste preimaginea sau imaginea tnversa a lui C' prin f. De exemplu, pentru functia
/N —Z, data prin f(n) = (—1)", avem Im(f) = {-1,1}, f({1,3}) = {1}, [71({2,4}) =0
si f71({1}) = 2N, adicd mul{imea numerelor naturale pare. Observati ca f~! astfel introdus
nu este in general o functie.

Fie f: A— Bsig: B— C doua functii. Compunerea dintre g si f se noteaza cu go f si
este functia g o f : A — C definita prin (g o f)(x) = g(f(x)) pentru orice x € A. De exemplu,
dacd f,g: R — R, f(z) =1+, g(xr) = 23, atunci (go f)(z) = (1+z)%iar (fog)(x) =1+ 2>
Observati ca, In general fog# go f (presupunem ca f o g si go f sunt definite).

Fie f : A — B o functie. Functia f se numegte:

(1) injectiva daca pentru orice z,y € A cu x # y avem f(x) # f(y) (sau echivalent daca
pentru orice z,y € A cu f(x) = f(y) rezulta x = y).

(2) surjectiva daca pentru orice y € B exista x € A astfel incat f(z) = y (sau echivalent
Im(f) = B).

(3) bijectiva daca este simultan injectiva i surjectiva.

(4) inversabila daca exista o functie g : B — A astfel incat go f =14 §i fog = 1p, unde
14 reprezinta functia identica a multimii A, i.e. 14 : A — A cu 14(x) = z pentru orice
x € A.

Pentru a exemplifica definitiile de mai sus consideram functiile f, g, h, k : Z. — Z. date prin:
f(z) = 2x + 1, g(x) = [z/2] (prin [x] notdm partea intreagd a numarului real z, adica cel
mai mare numér Intreg mai mic sau egal cu z), h(z) = = + 3 si k(z) = z°. Atunci f este
injectiva si nesurjectiva, g este surjectiva si neinjectiva, h este bijectiva, iar k este neinjectiva
si nesurjectiva. In plus, observam ca functia h; : Z — Z definita prin hy(z) = © — 3 are
proprietatea ca h o hy = hy o h = 1z, ceea ce Tnseamna ca h este inversabila. Lasam cititorului
ca exercitiu demonstrarea urmatoarelor proprietati importante ale functiilor.

3



1. PRELIMINARII

Propozitia 1.1.2. (1) Fie f : A — B o functie. Atunci f este bijectiva dacd si numai
daca f este inversabila.

(2)  Fie A o multime finita i f : A — A o functie. Atunci [ este injectivi <= [ este
surjectivi <= f este bijectiva. (vezi Problema 1.5.1 pentru generalizare)

1.1.3. Grupuri.

Definitia 1.1.3. Fie A o multime nevida.

(1) O operatie algebrica x pe mulfimea A este o functie x : A x A — A. Pentru orice
a,b € A vom scrie a*b in loc *(a,b).

(2) O operatie algebrica * pe multimea A se numeste asociativa daca pentru orice a,b,c € A
avem a * (bxc) = (a*b) * c.

(3) Daca  este o operatie algebrica pe mulfimea A spunem ca elementele a,b € A comuta

daca axb = bxa. Spunem ca * este comutativa pe mulfimea A daca a*b = bxa pentru orice

a,be A.

Exemplele 1.1.4. (1) “+” (adunarea obignuita) este o operatie algebrica comutativa si
asociativa pe N, Z, Q, R, respectiv C.

(2) «-” (inmultirea obignuita) este o operatie algebrica comutativa si asociativa pe N, Z, Q,
R, respectiv C.

(3) “—7 (scaderea obignuita) este o operatie algebrica necomutativa i neasociativa pe Z,
unde —(a,b) = a—b. Intr-adevir, avem2—1 =1# —1 =1-2gi1—(1-1) = 1 # —1 = (1-1)—1.

(4) “— (sciiderea obignuitd) nu este o operatie algebricid pe N (nici pe Q4, R,). Intr-
adevar, pentru a,b € N cu a < b obtinem ca a — b ¢ N, adica — nu este o aplicatie de la N x N

cu valori in IN.

Presupunem ca * este o operatie algebrica pe A si H este o submultime nevida a lui A. Daca
restrictia lui * la H este o operatie algebrica pe H, i.e. pentru orice a,b € H avem axb € H,
atunci H se numegte parte stabila a lui A in raport cu x (vom scrie, pe scurt, cind nu e
pericol de confuzie ca H este parte stabila in raport cu *). Observati ca daca * este operatie
algebrica asociativa (respectiv comutativa) pe A, iar restrictia lui * la o submultime H a lui A

este o operatie algebrica pe H, atunci * este automat asociativa (respectiv comutativa) pe H.

Definitia 1.1.5. Un grup este o pereche ordonata (G,*) unde G este o mulfime gi x este

o operatie algebrica pe G care satisface urmatoarele axiome:

(G1) a* (bxc) = (axb)*c, pentru orice a,b,c € G (i.e. x este asociativa),

(G2) exista un element e € G astfel incat axe = exa = a, pentru orice a € G (e se numegte
element neutru al lui G),

(G3) pentru fiecare a € G exista un element o' € G astfel incit a xa' = da xa = e (a se

numeste element inversabil, iar o’ se numeste inversul lui a)
Grupul (G, *) se numeste abelian( sau comutativ) daca * este operatie algebrica comutativa
pe G, i.e. axb = bxa pentru orice a,b € G. Grupul (G,*) se numeste grup finit daca

multimea G este finita.



1.1. STRUCTURI ALGEBRICE

Inainte de a considera cateva exemple de grupuri vom demonstra cateva proprietati de baza
ale acestora.

Propozitia 1.1.6. Fie (G,*) un grup. Atunci au loc urmdatoarele:

(1) elementul neutru ol lui G, definit in azioma (G2), este unic determinat,

(2) pentru fiecare a € G inversul sau o', definit in axioma (G3), este unic determinat.

Demonstratie. (1) Daca e si f sunt elemente neutre ale lui G atunci aplicaind axioma
(G2) obtinem f =ex f =e.

(2) Sa presupunem ca b, ¢ sunt ambele inverse ale lui a, iar e este elementul neutru al lui
(. Folosind axiomele grupului obtinem atunci urmatorul gir de egalitati

c(g)c*e(g)c*(a*b) @ (c*a)*b(cﬁ)e*b(g)

b.

Prezentam in continuare cateva exemple clasice de grupuri.

Exemplele 1.1.7. (1) (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sunt grupuri abeliene infinite cu ele-
mentul neutru e = 0 gi @’ = —a pentru orice a.

(2) (Q%,-), (R*,-), (C*,-), (Q4,"), (Ry,-) sunt grupuri abeliene infinite cu elementul neutru
e=1sid = é pentru orice a. (Z*,-) nu este grup deoarece singurele elemente inversabile in
77 sunt 1 g1 —1.

(3) Daca (G1,*) si (Gg,0) sunt doua grupuri, atunci putem forma cu ajutorul lor un nou
grup (G X Gy, +), numit produsul direct al grupurilor (G, *) si (Ga,0), ale carui elemente
sunt perechile produsului cartezian GGy x G5 iar operatia algebrica - este definita astfel:

(a17a2) : (bl,b2) = (al * by, a0 52)~

Lasam cititorului verificarea axiomelor (G1) — (G3) pentru a vedea ca (G X Ga, -) este un grup
avand elementul neutru (e, e2), unde e, es sunt elementele neutre ale lui Gy, respectiv Gs.
Mai mult, inversul elementului (ai,as) este (a},a)), unde aj este inversul lui a; In Gy, iar aj
este inversul lui ay In Gs.

(4) Fie n > 1. Pe multimea Z,, = {0,1,...,n — 1} construitd in Exemplul 1.1.1 definim o
operatie de adunare si una de inmultire. Fie 2,9 € Z,, cu z,y € Z. Definim Z +§ = 2 +y
si 2y = xy. Aratam mai Intai ca cele doua operatii sunt bine definite, adica nu depind de
reprezentantii claselor. Intr-adevir, fie 2/,y/ € Z astfel incat 2 = 2/ si § = ¢/. Atunci n divide
¥ —xgiy —y. Decindivide ' +y —x—ysi2'y —xy = (2’ — )y + (¥ — y). Rezulta ca
Tty=a +y siay= @’ . Lasam cititorului sa verifice ca (Z,,+) este un grup abelian finit,
avand elementul neutru 0, iar inversul lui  este —z. Ce putem spune despre (Z,,-)? Nu este
grup. Intr-adeviir, se poate verifica usor cii (Z,,-) satisface (G1), (G2), dar nu satisface (G3)
deoarece 0 nu este element inversabil (0:2' = 0, pentru orice = € 7).

(5) Fie A o multime nevida. Notam cu S, multimea tuturor functiilor definite pe A cu
valori in A care sunt bijective. S& observam ca Sy # () deoarece 14 € S4. Consideram operatia

w

de compunere uzuala a functiilor “o” gi lasam cititorului sa verifice ca (S4,0) este un grup.
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1. PRELIMINARII

In general, acest grup nu este abelian, pentru ca operatia de compunere a functiilor nu este
comutativa. Acest grup se mai numeste si grupul permutarilor multimii A.

Un grup care are un singur element (elementul neutru!) se numeste si grupul trivial. Daca
G are un numar finit de elemente, atunci numarul de elemente al grupului se numeste ordinul
grupului. Reamintim, fara demonstratie (incercati sa le demonstrati!) urmatoarele reguli de

calcul intr-un grup (G, *):

e Daca a € G are inversul ¢’ € G atunci inversul lui o’ este (a') = a.

e Daca a,b € G au inversele o/, b’ € GG, atunci inversul lui a % b este V' % a’.

e Pentru orice aq,as,...,a, € G valoarea lui a; * as * --- % a, este independenta de
modul in care am putea pune parantezele (aceasta proprietate se numegte legea de
asociativitate generalizata)

De acum inainte vom folosi in prezentarea rezultatelor teoretice referitoare la grupuri, pentru
simplificarea scrierii, operatia algebrica multiplicativa - in loc de operatia algebrica . Implicit,

1

vom nota inversul unui element x cu =" in loc de 2’. Mai mult, vom scrie pe scurt G este grup

in loc de (G, ) este un grup.

Definitia 1.1.8. Fie G un grup si H o submultime nevida a lui G. Spunem ca H este un
subgrup al lui G, si notam H < G, dacd pentru orice v,y € H rexulta xy € H si x~' € H.

Observati ca rezulta imediat din definitie ca orice subgrup H al grupului G contine elementul
neutru e. In plus, H devine grup in raport cu operatia indusa. Prin urmare, pentru orice grup
G stim Tn mod automat doua subgrupuri, numite si subgrupuri improprii. Este vorba despre G
si {e}, unde e reprezinta elementul neutru al grupului. Celelalte subgrupuri ale lui G diferite
de {e} si G se numesc subgrupuri proprii. Se poate demonstra ugor ca o submultime nevida H

a unui grup G este subgrup daca si numai daca zy~! € H pentru orice z,y € H.

Exemplele 1.1.9. (1) Este ugor de verificat ca avem urmatorul sir de subgrupuri: (Z,+) <
(Q+) <R, +) <(C,+).

(2) Fie n > 1 gi submultimea lui C* data prin U,, = {z € C|z" = 1}. Atunci U, este subgrup
al lui (C*,-). Intr-adevir daci 2,y € U,, atunci (zy~1)" = 2"(y") ' = 1, deci 2y ! € U,,.

(3) Fie n € N si notam cu nZ multimea multiplilor intregi ai lui n, adica nZ = {nklk € Z}.
nZ. este subgrup al grupului (Z,+). Intr-adevir, fie x,y € nZ. Atunci exista k,l € Z astfel
incdt © = nk si y = nl. Deci x —y = n(k —1) € nZ, ceea ce Inseamna ca nZ < (Z,+).
Grupul (Z,+) are proprietatea ca orice subgrup al sau este de forma nZ pentru un n € N. Sa
observam mai Intai ca subgrupurile improprii ale lui (Z,+) sunt {0} = 0Z si Z = 1Z. Fie H
un subgrup propriu al lui (Z,+). Deoarece H # {0} obtinem ca exista 0 # m € H si implicit,
din definitia subgrupului, c& —m € H. Prin urmare, H N IN* # (). Fie n cel mai mic numér
natural nenul din H NIN (Atentie! Existenta lui n nu este evidenta; ea rezulta din faptul ca N
este o multime bine ordonata). Aratam ca H = nZ. Incluziunea nZ C H rezulta din faptul ca
n € H gi H este grup. Reciproc, fieh € H i h=nq+r, q,r € Z, 0 < r < n Impartirea cu rest

6



1.1. STRUCTURI ALGEBRICE

a lui h la n. Deoarece h,ng € H si H este subgrup al lui (Z,+) rezulta car = h —nqg € H.
Deci r = 0, altfel contrazicem alegerea lui n. In concluzie obtinem ca h = nq € nZ.

Definitia 1.1.10. Fie G gi H doua grupuri. O functie f : G — H se numeste morfism
de grupuri daca
flzy) = f(x)f(y) pentru orice xz,y € G.
Un morfism de grupuri bijectiv se numeste izomorfism de grupuri. Un automorfism este

un izomorfism de grupuri de la un grup la el insusi.

Fie b = f(eg), unde prin eg am notat elementul neutru al grupului G. Din eg? = eg rezultd
ca 0> = b = bey, unde ey reprezintd elementul neutru al lui H. inmul@ind la stanga relatia
b*> = bey cu b~! obtinem ca b = ey. Prin urmare, orice morfism de grupuri trimite elementul
neutru in element neutru. O alta proprietate importanta a unui morfism de grupuri este ca
flx) ™t = f(z1). Intr-adevir, avem ci

en = fleq) = fla-a™") = f(z) f(z™),
si analog ey = f(z7!)f(x), de unde rezulta folosind (G3) ca f(z)™' = f(z™'). Un prim
exemplu de morfism de grupuri este morfismul trivial, i.e. aplicatia 7 : G — H data prin
j(x) = ey pentru orice x € G (verificati ca j este morfism!). Se arata imediat si ca aplicatia
identica 1¢ : G — G este un automorfism al lui G. Ca exemple concrete, f : (Z,+) — (Z,+),
f(n) = 5n este morfism de grupuri, dar nu este izomorfism, iar g : (R, +) — (R%,-), g(x) = 5%

este izomorfism de grupuri.

Propozitia 1.1.11. Compunerea a douda morfisme de grupuri este un morfism de grupuri.
Inversul unui izomorfism de grupuri este tot un izomorfism.

Demonstratie. Ambele afirmatii rezulta imediat din definitii. O

Spunem ca grupurile G si H sunt izomorfe si scriem G = H, daca exista un izomorfim de
grupuri f : G — H. Intuitiv, faptul ca doua grupuri sunt izomorfe, inseamna ca ele au aceleasi
proprietati algebrice. In general, nu este ugor sa aratam ca doua grupuri sunt sau nu izomorfe.
De exemplu, am aratat mai sus ca (R, +) = (R, -) prin construirea unui astfel de izomorfism.
Pentru a arata ca doua grupuri nu sunt izomorfe, este util sa cautam o proprietate algebrica pe
care un grup o are iar celalalt nu. De exemplu, (R, +) # (R*,-) deoarece (R*,-) are un element
de ordin 2 (vezi Definitia 1.1.13), pe —1, iar (R,+) nu are. Formalizidnd, daca presupunem

prin absurd ca f : (R*,-) — (R, +) este un izomorfism obtinem ca

0=f(1) = f((-1)%) = 2f(-1),
deci f(—1) =0, adica f(—1) = f(1) o contradictie cu faptul ca f este functie bijectiva.

Pentru aplicatii ulterioare avem nevoie de urmatorul rezultat.

Propozitia 1.1.12. Fie f : G — G’ un morfism de grupuri, si eq,eq elementele neutre
ale grupurilor G, respectiv G'.

(a) Daca H este un subgrup al lui G, atunci f(H) este un subgrup al lui G'. In particular,
avem ca Im(f) < G'.
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(b) Daci H' este un subgrup al lui G, atunci f~(H') este un subgrup al lui G. In partic-
ular, avem ca Ker(f) := f~1({eq'}) este un subgrup al lui G, care se numeste nucleul
lui f.

(c) f este injectiv daca si numai daca Ker(f) = {eg}.

Demonstratie. (a) Fie z,y € H. Atunci folosind faptul ca f este morfism de grupuri si
H este subgrup al lui G obtinem f(z)f(y)™' = f(z)f(y™1) = f(ay™!) € f(H).

(b) Fiew,y € f~H(H'). Atunci f(z), f(y) € H'si f(zy™) = f(x)f(y™") = fla)f(y) " € H".
Deci zy~' € f71(H').

(c) Este clar ca daca f este injectiv atunci Ker(f) = {eg}. Reciproc, presupunem ca
Ker(f) = {ec} i fie z,y € G cu f(z) = fy). Atunci ear = f(2)f(y)™ = f(@)f(y™) =
f(zy™), adicd zy~' € Ker(f) = {e¢}. Prin urmare obtinem ci z = y. o

In finalul acestei sectiuni reamintim cititorului definitia ordinului unui element intr-un grup.
Definitia 1.1.13. Fie G un grup, eq elementul sau neutru si x un element al lui G. Or-
dinul lui x se defineste prin

ord(z) = o0, daca x™ # eq pentru orice n > 1
T | min{n € N*|z" =eg}, dacd existin > 1 cu z" = eg.

Observam ca elementul neutru e are ordinul 1. De fapt, este singurul element de ordin
1 al grupului G. Daca ludm de exemplu subgrupul multiplicativ ({#1, i}, ) (verificati ca e
subgrup!) al lui (C*,-) avem ord(i) = 4 deoarece i # 1, i* = —1, ® = —i gi i* = 1. Analog se
arata ca ord(—i) = 4 gi ord(—1) = 2. Pe de alta parte, daca luam grupul (Z, +) orice element

nenul are ordinul infinit.

1.1.4. Inele.

Definitia 1.1.14. (1) Se numeste inel o multime nevidd R inzestratd cu doud operatii
binare + i - (numite adunare gi tnmultire) care satisfac urmatoarele axiome:
(i) (R,+) este grup abelian,
(ii) - este asociativa: (a-b)-c=a- (b-c) pentru orice a,b,c € R,
(iii) tnmultirea este distributiva fatd de adunare: pentru orice a,b,c € R avem

(a+b)-c=(a-c)+(b-c) si a-(b+c)=(a-b)+(a-c).

(2) Inelul R se numeste comutativ dacd operatia de inmultire este comutativa.
(3) Inelul R se numegte inel unitar dacd operatia de inmultire are element neutru, adica

exista un element e € R astfel incat
e-a=a-e=a pentru orice a € R.

Elementul neutru al adunarii se noteaza cu 0 si se numeste elementul nul al inelului, iar
inversul elementului a 1In raport cu operatia de adunare se noteaza cu —a. Cel mai simplu
exemplu de inel este inelul {0} numit si inelul nul. Sa observam ca intr-un inel unitar nenul
1 # 0. Toate inelele studiate de noi vor fi inele unitare nenule. Intr-un inel unitar elementul
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neutru al Inmultirii se noteaza cu 1 si se numeste elementul unitate. Intr-un inel unitar R,
un element a € R se numegte inversabil daca este inversabil fata de inmultire. Multimea
elementelor inversabile din inelul unitar R se noteaza cu U(R). Un inel R se numegte integru
daca pentru orice elemente a,b € R\ {0} avem ab # 0. Un inel integru comutativ se numesgte
domeniu de integritate.

Exemplele 1.1.15. (1) Multimile Z, Q, R, C impreuna cu operatiile obisnuite de adunare
si Inmultire sunt inele comutative si unitare.

(2) Multimea Z,, impreuna cu operatiile de adunare si inmultire definite in Exemplul 1.1.7
este un inel comutativ i unitar.

(3) Fie n > 2 un numar intreg. Multimea nZ impreuna cu operatiile obignuite de adunare
si Tnmultire a numerelor intregi este un inel comutativ, fara element unitate.

(4) Fie multimea C([0, 1], R) = {f : [0, 1] — R| f continua}. Multimea C([0, 1], R) impreuna
cu operatiile de adunare gi inmultire a functiilor definite in mod uzual: (f+g¢)(z) = f(z)+g(z)
si (fg)(x) = f(x)g(x) este un inel comutativ gi unitar.

(5) Un exemplu clasic de inel necomutativ este dat de inelul M,,(R), de matrice patratice de
ordinul n (n > 2). Pentru definitia lui M,,(R) vezi capitolul urmator, iar pentru demonstrarea
faptului ca M,,(R) este inel unitar necomutativ vezi Teorema 2.1.11 gi Observatia 2.1.12.

(6) Fie R si S doua inele. Produsul cartezian R x S impreuna cu operatiile de adunare si

inmultire definite pe componente:

(r1,81) + (12, 82) = (r1 + 72,81 +52) st (r1,81)(r2, $2) = (r172, 5152),

este un inel numit produsul direct al inelelor R si S.

De acum inainte, pe tot parcursul acestui capitol prin inel vom intelege inel comutativ si

unitar.

Definitia 1.1.16. Fie R un inel. O submultime nevida I C R se numegte ideal daca (I,+)
este subgrup al grupului aditiv (R,+) $i dacd pentru orice a € I gi x € R rezultd cd ax € 1.

Notam faptul ca I este un ideal al lui R prin I < R.

Exemplele 1.1.17. (1) Idealele lui Z sunt nZ cu n > 0 un numdr intreg. Intr-adevr,
stim deja din Exemplul 1.1.9 (3) ca nZ cu n > 0 sunt toate subgrupurile lui (Z, +), si in mod
evident produsul dintre un element din nZ. cu unul din Z este un element din nZ.

(2) Fie R,S doua inele. Se poate arata usor (verificati), pe baza definitiei, ca idealele
produsului direct de inele R x S sunt toate submultimile lui R x S de forma I x J, unde [ < R
siJ<gS.

Orice inel R are idealele R si {0}. Un ideal nenul I al lui R se numeste propriu daca [ # R.
Cu ajutorul idealelor unui inel putem construi noi inele. Constructia este asemanatoare cu cea
data pentru Z,. Fie R un inel fixat si [ un ideal al sau. Definim pe inelul R urmatoarea relatie

de echivalenta, numita congruenta modulo I:

x~y(modl) daca xz—ye€l
9
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Pe multimea factor, notata R/I, definim urmatoarele asocieri:

(@,9)—»d+g=a+y si (&,9)—1-§:=a"y,
unde prin & am prescurtat z(mod I'). Se verifica imediat(exercitiu!) faptul ca aceste asocieri
nu depind de reprezentantii alesi pentru clasele de echivalenta. Ele determina doua operatii
algebrice, care definesc pe multimea factor R/I o structura de inel (comutativ i unitar), in

care elementul nul este 0, iar elementul unitate este 1. Inelul astfel obtinut este inelul factor
al lui R prin idealul I, se noteaza cu R/I si este multimea {z(mod I)| x € R}.

Definitia 1.1.18. Fie R si S doud inele.
(1) Un morfism de inele este o aplicatie ¢ : R — S care satisface urmatoarele conditii:

(i) p(a+0b) = p(a) + ¢(b) pentru orice a,b € R,
(ii) p(ab) = @(a)p(b) pentru orice a,b € R,
(iii) ¢(1r) = 1g, unde am notat cu 1g, 1g elementele unitate ale inelelor R si S.

(2) Un morfism de inele bijectiv se numeste izomorfism de inele.

Mentionam in continuare cateva exemple de morfisme de inele. Pentru orice inel R aplicatia
identica i : R — R, definita prin i(z) = x pentru orice x € R, este un izomorfism de inele.
Daca I 9 R atunci aplicatia canonica p : R — R/I, definita prin p(x) = & este un morfism de
inele surjectiv. Singurul morfism de inele f : Z — R este cel dat de f(k) = k- 1g pentru orice
k € Z (rezulta imediat din definitia morfismului de inele). Sa observam ca daca ¢ : R — S
este morfism de inele atunci Ker(y) este un ideal al lui R, iar Im(y) este un subinel al lui S

(adica inel in raport cu operatiile induse de .S).

1.1.5. Corpuri. Reamintim ca in precedenta sectiune am facut conventia ca toate inelele
considerate in acest capitol vor fi comutative gi unitare. Pentru a evidentia importanta fun-
damentala a comutativitatii corpurilor renuntam la aceasta conventie doar pentru definitia
generala. Un polinom cu coeficienti intr-un corp necomutativ poate avea mai multe radacini
decét 1i este gradul (vezi Problema 1.5.10) pe cdnd un polinom cu coeficienti intr-un corp

comutativ are cel mult atatea radacini céat 1i este gradul (vezi Propozitia 1.3.5).

Definitia 1.1.19. Un inel unitar K se numeste corp daca orice element nenul al sau
este inversabil. Echivalent un inel unitar K este corp daca si numai daca U(K) = K*, unde

K* =K\ {0}. Daca, in plus, inmultirea este comutativa, corpul se numeste comutativ.

Se observa imediat din definitie ca orice corp este un inel integru. Reciproca nu este
adevarata dupa cum se poate vedea din urmatorul exemplu: Z este un inel integru, dar
U(Z) = {£1}. Are loc totusi o reciproca partiala: orice inel integru finit este corp (vezi

Problema 1.5.11). Prezentam in continuare citeva exemple de corpuri.

Exemplele 1.1.20. (1) Multimile Q, R, C impreuna cu operatiile obignuite de adunare si
inmultire a numerelor sunt corpuri comutative.
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(2) Fie p un numar natural prim. Atunci multimea Z, impreuna cu operatiile de adunare
si inmultire definite in Exemplul 1.1.7 este un corp comutativ (vezi Problema 1.5.12).

(3) Considersm multimea Q(v/3) = {a +b+/3| a,b € Q}. Atunci Q(+/3) impreuna cu
operatiile obisnuite de adunare si iInmultire a numerelor reale este un corp comutativ. Intr-
adevir, se verifica usor ci (Q(/3), +, ) este un inel comutativ. Aratam doar ci orice element
nenul este inversabil. Fie a +b+/3 £ 0, cu a,b € Q. Prin calcul direct se observi ca

1 1 a b
(at+bv3)™ = a+bv3 T a2—30 a2 — 3b? V3

unde a doua egalitate a fost obtinuta prin rationalizarea fractiei, adica amplificarea cu “conju-

gatul” numitorului.
(4) Fie inelul My(C) al matricelor patratice de ordin 2 peste corpul € (vezi Definitia 2.1.1).
Consideram H C M;(C), unde

H:{<_‘)‘B g)m,ﬁe@}.

H este un corp necomutativ in raport cu adunarea si inmultirea matricelor, vezi Problema 1.5.10.

Notatie: De acum inainte prin corp vom intelege un corp comutativ, iar prin inel un inel

unitar si comutativ.

Lema 1.1.21. Un inel R este corp daca si numai daca {0} si R sunt singurele ideale ale
lui R.

Demonstratie. Sa presupunem ca R este un corp si fie I un ideal nenul al lui R. Atunci
exista x € I astfel iIncat x # 0. Din definitia corpului rezulta ca exista y € R astfel incat
xy = 1. Aplicind acum definitia idealului obtinem ca 1 = xy € I, de unde rezulta imediat ca
I =R.

Reciproc, presupunem ca {0} si R sunt singurele ideale ale lui R. Fie x € R, z # 0 un
element arbitrar. Consideram multimea {ax| a € R}. Este evident din definitia idealului ca
aceasta multime este un ideal al lui R, care este in plus si nenul (acest ideal se mai numeste si
idealul generat de ). Din ipoteza rezulta ca obligatoriu acest ideal este R, adica

{az| a € R} = R.

Cum 1 € R, egalitatea de mai sus implica existenta unui element y € R astfel Incat yxr = 1.
Obtinem agadar ca x este inversabil. Cum z a fost ales arbitrar nenul, inseamna ca R este
corp. O

Definitia 1.1.22. Fie K un corp. O submultime nevida F a lui K se numeste subcorp al
lui K daca

()Vao,y€Freultix—yeF si (2QVa,ycFy+0 rewulta xzy'eF.

Rezulta imediat din definitie ca: orice corp K este subcorp al lui insusi; Q C R este un
subcorp in raport cu adunarea si inmultirea numerelor; Q( v/3) este un subcorp al lui R.

11



1. PRELIMINARII

Definitia 1.1.23. Fie K gi K' doud corpuri. Se numeste morfism de corpuri de la K la K

o functie f : K — K, astfel incdt sa fie satisfacute urmatoarele conditii:

(1) fz+y) = f(z)+ f(y), oricare ar fiz,y € K;
(2) f(zy) = f(x)f(y), oricare ar fi z,y € K;
(3) f(1K> = Iy

Se observa ca f : K — K’ este un morfism de corpuri daca este un morfism de inele.

Propozitia 1.1.24. Orice morfism de corpuri este injectiv.

Demonstratie. Fie f: K — K’ un morfism de corpuri. Cum f este si morfism de inele
stim ca Ker(f) este un ideal al lui K. Din Lema 1.1.21 rezulta ca Ker(f) = {0} sau Ker(f) = K.
Daca Ker(f) = K atunci f(1lg) = 0 si cum f(lg) = lx (pentru ca f e morfism) am obtine
atunci ca lgs = 0, o contradictie. Deci Ker(f) = {0}, adica f este injectiv. o

Incheiem aceasti sectiune despre corpuri cu definitia caracteristicii unui corp. Fie K un corp
si 1x elementul sau neutru. Deoarece (K, +) este grup abelian, atunci elementele 1x, 1x + g,
lg + 1g + 1k, ... se gasesc in K si nu sunt neaparat distincte. Pentru un numar natural nenul
n punem

n-lg=1g+ -+ 1xg.

n ori

Atunci avem doué posibilitati: ori toate elementele n - 1x sunt distincte, ori m - 1g = 0 pentru

un anumit numar natural nenul m.

Definitia 1.1.25. Caracteristica unui corp K, se noteaza cu char(K), si se defineste ca
fiind cel mai mic numar natural nenul p astfel incat p - 1x = 0 daca un astfel de p exista si 0

in caz contrar.

De exemplu, char(Q) = 0 pe cand char(Z,) = 2. Apriori se pare ca un corp K poate avea

caracteristica orice numar natural diferit de 1. In realitate avem:

Propozitia 1.1.26. Caracteristica unui corp K este ori 0 ori un numdar prim p.

Demonstratie. Sa presupunem ca char(K) # 0. Rezulta din definitie ca char(K) = m
pentru un anumit numar natural nenul m. Daca m nu e prim, atunci m = ab cu a,b > 1.

Deoarece m - 1g = 0 atunci

Dar K este corp, prin urmare domeniu de integritate, ceea ce implica a - 1x =0 sau b- 1x =0,
o contradictie cu minimalitatea lui m. Obtinem agadar ca char(K) = p cu p numar prim. O

1.2. Grupul (S,,0)

Fie A o multime nevida. Reamintim ca in Exemplul 1.1.7 (5), am notat cu S, grupul
permutarilor multimii A. Operatia algebrica in raport cu care S, este grup este operatia de
compunere uzuala a functiilor. Daca A si B sunt doua multimi finite cu acelagi numar de
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elemente atunci grupurile Sy §i Sp sunt izomorfe (vezi Problema 1.5.15). Prin urmare, grupul
permutarilor unei multimi finite cu n elemente este izomorf cu grupul permutarilor multimii
{1,2,...,n}, pe care il notam cu S, si il numim grupul permutarilor de grad n.

Grupul S, are n! elemente. Intr-adevir, aplicAnd Propozitia 1.1.2 b) permutarile mutimii
{1,2,...,n} sunt exact functiile injective definite de la aceasta multime in ea insasi. Folosind
acum Problema 1.5.2 obtinem ca S,, are exact n! elemente. Pentru scrierea elementelor lui S,

vom folosi urmatoarea notatie: permutarea o € S, se scrie sub forma

- 1 2 ...on
7=\ o) o2 ... on) )
Importanta studierii grupului 5,, este justificata de urmatorul rezultat fundamental din

teoria grupurilor.

Teorema 1.2.1. (Cayley) Orice grup cu n elemente este izomorf cu un subgrup al lui S,,.

Demonstratie. Fie G un grup cu n elemente. Deoarece S, este izomorf cu Sg, este
suficient sa aratam ca G este izomorf cu un subgrup al grupului Sg. Pentru fiecare g € G,
consideram aplicatia ¢, : G — G definita prin ¢,(z) = gr pentru orice x € G. Obtinem
astfel ca pentru orice g, h,x € G avem (¢, o ¢;,)(v) = ghr = ¢,,(z). In particular avem ¢,
bijectie deoarece ¢, o ¢,-1 = l¢ si aplicatia ® : G — Sg, ®(g) = ¢, este bine definita. Mai
mult, ® este morfism injectiv de grupuri. Intr-adevar, ®(g)®(h) = ¢,¢, = ¢,, = P(gh) si
Ker(®) = {g|¢, = 1¢} = {ea}. Deci G este izomorf cu subgrupul ®(G) al lui Sg. o

Vom descrie elementele din S,, folosindu-ne de o metoda, numita descompunerea in cicli
disjuncti, pe care o prezentam in continuare. Un ciclu este notat printr-un gir de Intregi distincti
cuprinsi intre 1 si n si reprezinta elementul lui S, care permuta ciclic acesti intregi si fixeaza
restul intregilor. Concret, un ciclu se reprezinta astfel: fie i1, ..., 7, numere distincte cuprinse
intre 1 gi n. Ciclul (iy iy... i) este permutarea din S, definita prin iy +— ig > « - — g — iy
si x = x pentru x # i; pentru orice j = 1,..., k. Numarul k se numeste lungimea ciclului.
Rezulta din definitia ciclului ca permutarea identica este singurul ciclu de lungime 1 din S,.
Ciclii de lungime 2 se numesc transpozitii. De exemplu, ciclul (2 1 4) € S;, de lungime 3,
reprezinta permutarea lui S; definita prin 2 — 1, 1 +— 4,4 — 2gi i +— i pentru orice 7 ¢ {1,2,4}.

Folosind notatia introdusa deasupra Teoremei 1.2.1
1234567
(214)_<4 13256 7)'
Este usor de observat c& pentrun > 3 avem (123) = (12)0(23)#(23)0(12)=(132). In
particular, rezulta ca S, nu este grup abelian pentru n > 3, in timp ce S; si Ss sunt abeliene.
Spunem ca doi cicli (i iy ... i) si(j1 2 ... j1) sunt disjunctidaca {iy, ..., i} {Jj1, ..., 51} =

(). Este usor de verificat (Exercitiu!) ca doi cicli disjuncti comutd. Putem demonstra acum

rezultatul central al acestei sectiuni.

Teorema 1.2.2. Orice permutare o € S, se scrie ca produs de cicli disjuncti, scrierea fiind

unicda pand la ordinea ciclilor.

13
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Demonstratie. Existenta: Fie o € S,,. Definim pe multimea {1,...,n} relaia binara
r ~ y dacd si numai daci existd un intreg k¥ > 1 cu of(x) = y. Este usor de verificat ci
~ este o relatie de echivalenta. Clasele de echivalenta ale relatiei ~ formeaza o partitie a
multimii {1,...,n}. S& presupunem ca ~ are exact r clase de echivalenta, pe care le notam cu
{i11, -y 01k by {B21s - -y i2ky fy ooy {01y - -+, Grk, }- Tindnd cont de definitia relatiei de echivalenta
~, rezultd ca fixand z € {1,...,n} si considerand k > 1 cel mai mic intreg astfel incat o*(x) = =
obtinem ci, clasa de echivalenta a lui z este {z,0(x),..., 0" }(z)}. Prin urmare, pentru orice

le{l,...,r} exista x; € {1,...,n} astfel incat avem

{illa Ce ,ilkl} = {IZ,O'(JIZ), . ,O'kl_l(l’l)}.

Rezulta ca, pana la o renumerotare a elementelor din fiecare clasa de echivalenta, putem pre-
supune c& i;; = o (iyy) si i; = 077 (iy) pentru orice [,j cu 1 <1 <rgi 2 < j < k. Obtinem

ca
o= (i11 912 - G1gy) - (Gp1 Gro oot Gk, )

Unicitatea: Fie 0 = (j11 ji2 --- J1sy) -+ (Je1 Je2 - Jis,) O alta scriere a lui o ca produs de cicli
disjuncti. Conform definitiei relatiei de echivalenta si faptului ca ciclii disjuncti comuta rezulta
CA {11, -+ J1si }r 30215 -3 J2s9 br - -5 LJt1s - - - » Jts, } Sunt clasele de echivalenta ale lui . Obtinem
ca r =t gi pana la o eventuald renumerotare putem presupune ca {i;, ..., 0k} = {Jin, -, Jis }
pentru orice [ € {1,...,t}. De aici obtinem concluzia dorita. |

Prezentam in continuare un algoritm de descompunere al unei permutari o din S,, in produs
de cicli disjuncti si 1l aplicam in paralel pe o anumita permutare. Fie n = 13 gi fie 0 € Si3
urmatoarea permutare

) (1 2 345 67 8 910 11 12 13
=\ 12 13311195106 4 7 8 2 |

Algoritm 1.2.3. Pasul 1: pentru a incepe un nou ciclu alegem cel mai mic element al lui
{1,2...,n} care nu a aparut deja Intr-un ciclu anterior - il notam cu a (daca este primul ciclu,
a = 1); incepem noul ciclu: (a. In exemplul considerat avem (1.

Pasul 2: scriem o(a) din definitia permutérii o - il notam cu b. Daca b = a, inchidem ciclul
cu o paranteza rotunda (fara a-l scrie pe b); astfel am scris un ciclu - ne intoarcem la Pasul 1.
Daca b # a, scriem b langa a in acest ciclu: (a b. In exemplul considerat (1) =12 =150, 12 # 1
deci scriem: (1 12.

Pasul 3: scriem o(b) din definitia lui o - il notam cu ¢. Daca ¢ = a, inchidem ciclul cu
o paranteza rotunda gi ne intoarcem la Pasul 1. Daca ¢ # a, scriem ¢ dupa b in acest ciclu:
(a b c. Repetam acest pas folosind numarul ¢ ca noua valoare a lui b pana se incheie ciclul. In
exemplul nostru o(12) = 8, 8 # 1 deci continuam ciclul astfel: (1 12 8. O

Natural, aceasta procedura se termina cand toate numerele din multimea {1,2...,n} au

aparut intr-un ciclu. In exemplul considerat mai sus avem:

o=(1128104)(213)(3)(5 11 7)(6 9).
14
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In general in scrierea in produs de cicli disjuncti a unei permutari se omit ciclii de lungime 1,
adica in exemplul considerat o = (1 12 8 10 4)(2 13)(5 11 7)(6 9). Pentru a calcula descom-
punerea in cicli disjuncti a lui ¢=1, si prin urmare pe 0!, scriem numerele din fiecare ciclu din

descompunerea in cicli disjuncti a lui ¢ in ordine inversa. In exemplul considerat avem

ot = (410812 1)(13 2)(7 11 5)(9 6).

Corolarul 1.2.4. (1) Ordinul unei permutari o € S, este cel mai mic multiplu comun
al lungimii ciclilor care apar in descompunerea lui o in produs de cicli disjunci.
(2) Orice permutare o € S, se scrie ca produs de transpozitii.

Demonstratie. Fie o0 € 5,,. Conform Teoremei 1.2.2, o se scrie ca produs de r» > 1 cicli
disjuncti,
g = (ill ’L.lg e ilkl) s (irl irg . irk,-)-
Deoarece (i1 42 ... i) = (i G2) (42 @3) - - - (dg,_, Gk,) pentru orice | = 1,...,r rezulta ca o
se scrie ca produs de transpozitii. Folosind faptul ca orice doi cicli disjuncti comuta obtinem

ca pentru orice t > 1 avem

t . . . t . . . t

g = (211 112 ... ’lel) e (lrl 1r2 ... Zrk’r) .
In plus, observand ca ordinul unui ciclu este egal cu lungimea lui, obtinem ca ordinul lui o este
egal cu cel mai mic multiplu comun al numerelor ki, ..., k.. O

Folosind din nou permutarea ¢ considerata in (1) avem mai intai ca
o=(1128104)(213)(5 11 7)(6 9). Scriind fiecare ciclu ca produs de transpozitii obtinem

o = (1 12)(12 8)(8 10)(10 4)(2 13)(5 11)(11 7)(6 9).

In plus, ordinul lui o este [5,2,3,2] = 30.

Definitia 1.2.5. Fie 0 € S,,, unde n > 2. Definim signatura lui o prin

o(j) —o(z
(2) sgn(o) =[] M
1<i<j<n  J T

O pereche (i,7), 1 <i<j<n cuo(i) > o(j) se numeste inversiune a lui o. Notam cu m(o)
numarul inversiunilor lui o.

Propozitia 1.2.6. Fic 0 € S,,, unde n > 2. Atunci sgn(o) = (—1)"™)

Demonstratie. Deoarece o este o bijectie avem
[[ (G)—o(@)=D"" I loG) —o@)=D™ I G-
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Prin urmare, obtinem ca
sgn(a) _ H U(.]) - U(Z) _ H1§i<j§n(0-<j) - O-(Z)) _ (_1)77’1,(0')

— — O
1<i<j<n J—1 H1§i<j§n<.7 - Z)

O consecinta a acestei propozitii este ca signatura unei permutari poate fi doar £1. Per-
mutarile cu signatura 1 se numesc permutari pare, iar cele cu signatura —1 se numesc per-
mutari impare. Multimea permutarilor pare din grupul S, se noteaza cu A,. Permutarea
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identica e nu are nici o inversiune, prin urmare m(e) = 0 si conform propozitiei anterioare e este
permutare para. Transpozitia (1 2) are exact o inversiune (1,2), deci este o permutare impara.
Calculul signaturii cu ajutorul propozitiei anterioare poate fi destul de complicat. Revenind la

permutarea o din (1) si numarand toate inversiunile obtinem
m(e)=11+114+24+04+84+6+2+5+2+1+1+1+0=50,

unde termenul al i-lea din suma reprezinta numarul de inversiuni (7, j) ale lui o. Putem decide
mai simplu daca o anumita permutare este para sau impara? Care este numarul permutarilor

pare, respectiv impare?

Teorema 1.2.7. Fien > 2. Aplicatia sgn : (S,,0) — ({—1,1},-) este un morfism surjectiv
de grupuri, avind nucleul Ker(sgn) = A,. In particular, A, este un subgrup al lui S, si

A, | = nl/2.

Demonstratie. Aplicatia sgn este evident o functie surjectiva (vezi exemplele calculate).

Verificam ca sgn este morfism de grupuri:

I (07)(G) = (e7) () _

sgn(or) = AL i
@) = (0n)) 1 )= )
191}9 7(j) — 7(3) 191}@ J—i

unde pentru prima egalitate am aplicat definitia signaturii, iar pentru ultima egalitate definitia

= sgn(a) sgn(7),

signaturii gi faptul ca 7 este o bijectie. Evident Ker(sgn) = A, si, aplicAnd Propozitia 1.1.12(b),
obtinem ca A,, este un subgrup al lui S,. Pentru ultima afirmatie a teoremei sa observam ca,
deoarece sgn este un morfism de grupuri, aplicatiile

A, B8N A, s So\ A, S2 A,

date de inmultirea cu transpozitia (1 2) sunt bine definite si inverse una celeilalte. Prin urmare,
multimile finite A,, §i S, \ 4, au acelagi numar de elemente, adica n!/2. m|
Ca o prima consecinta a acestei teoreme sa observam ca orice transpozitie este permutare

impara. Tntr—adevér, pentru 1 <7 < j < n se poate verifica ugor ca

(i j) = (1a)(25)(1 2)(2 5)(1 ),

si folosind faptul ca sgn este morfism de grupuri obtinem ca

sgn((i 7)) = sgn((1 7))*sgn((2 5))*sen((1 2)) = —1.
Am vazut in demonstratia Corolarului 1.2.4 ca un ciclu de lungime k se scrie ca produs de k—1
transpozitii, deci ciclii de lungime para sunt permutari impare, iar ciclii de lungime impara
sunt permutari pare. Prin urmare, pe baza acestei teoreme si folosindu-ne de Teorema 1.2.2,
verificarea paritatii unei permutari o € S,, se poate face mult mai simplu astfel: descompunem
o in produs de cicli disjuncti folosindu-ne de Algoritmul 1.2.3 si calculam signatura lui o facand

produsul signaturilor ciclilor componenti. Ca exemplu, pentru permutarea o din (1) avem

sgn(o) =sgn((1 12 8 10 4))sgn((2 13))sgn((5 11 7))sgn((6 9)) =1-(—1)-1-(-1) =1,
16
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adica o este permutare para.

1.3. Inelul de polinoame K[X]

Fie K un corp comutativ. Notam cu K™ multimea sirurilor (a,),>o cu elemente din K
cu un numar finit de termeni nenuli. Pe K™ definim dous operatii algebrice: daca f =

(ag,a1,...,an,...) st g = (bo,b1,...,by,...), atunci

f+g:=(ap+bo,a1+b1,...;a,+0by,...) si f-g:= (aobo,aobl—I—albo,...,Zaibn_i,...).
i=0

Lasam cititorului sa verifice ca:

Propozitia 1.3.1. Multimea K™ impreund cu operatiile de adunare si inmultire definite

mai sus este un inel comutativ.

In plus avem ca elementul nul al acestui inel este (0,0, ...,0,...), iar elementul neutru este
(1,0,...,0,...). Mentionam ca acelasi rezultat raméne valabil daca inlocuim pe K cu un inel
comutativ unitar R. S& observim ci aplicatia s : K — K™ data prin s(a) = (a,0,...,0,...)
este un morfism injectiv de inele (numit si scufundarea canonica). Prin urmare putem identifica
corpul K cu imaginea sa s(K) prin acest morfism. In inelul descris mai sus, notam conventional
cu X sirul (0,1,0,...,0,...) si il numim nedeterminati. Prin conventie, definim X° =1 =
(1,0,...,0,...). Se observa prin calcul ca X" = (0,0,...,0,1,0,...), unde 1 este precedat de
n zerouri. Cu aceste notatii, orice element f = (a,)n>0 € K™ se poate scrie ca o sumi finita

F= Y a X"
n>0
deoarece sirul (a,),>0 are doar un numar finit de termeni nenuli. Rezulta ca pentru orice
f € K™ exista un numér natural m(f) astfel incat f = S0 ¢, X7, Inelul K™ se noteazi cu
K[X] si se numeste inelul de polinoame intr-o nedeterminata cu coeficienti in K. Prin
urmare, elementele lui K[X] se numesc polinoame. Fie f = ag+ a; X + -+ + am(f)Xm(f) un
polinom. Numim gradul lui f, si il notam cu grad(f), cel mai mare numar natural k cu
ap # 0. Prin conventie, definim gradul polinomului nul ca fiind —co. Daca f = ag + a1 X +
-+ 4+ a,X™ are gradul n, atunci ag,...,a, se numesc coeficientii polinomului, iar a, este
coeficientul dominant al polinomului. In cazul in care coeficientul dominant al polinomului

este 1, polinomul se numegte polinom unitar.

Propozitia 1.3.2. Fie K un corp si f,g € K[X]\ {0}. Atunci:

(a) grad(f +g) < max{grad(f), grad(g)}.
(b) grad(fg) = grad(f) + grad(g).
(c) UK[X]) = U(K) =K.
Demonstratie. Fie f=a¢+ a1 X +---+a, X" sig=by+bX +---+ b, X™ polinoame
din K[X] de grade n, respectiv m.
(a) Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca n > m. Atunci f + g = (ao + by) +
oot (A + b)) X+ Ay X 4 -+ 0, X, de unde rezultd imediat concluzia dorita.
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(b) Deoarece grad(f) = n si grad(g) = m rezulta ca a,, # 0 i b,, # 0. Prin urmare a,b,, # 0.
Calculand produsul dintre f si g obtinem

n+m

fg9= Z( Z aibj)Xk’

k=0 it+j=k
deci grad(fg) = n + m, conform definitiei.

(¢) Avem in mod evident incluziunea U(K) C U(K[X]). Pentru a proba incluziunea contrara
fie f € U(K[X]). Rezulta ca exista g € K[X] astfel incdt fg = 1. AplicAnd punctul (b) obtinem
ca

0 = grad(1) = grad(fg) = grad(f) + grad(g).
Din aceasta egalitate rezulta ca grad(f) = grad(g) = 0. Asta inseamna ca f,g € K* = U(K),
ceea ce Incheie demonstratia. O

Teorema 1.3.3. (Teorema impartirii cu rest) Fie K un corp si fie f,g € K[X] astfel

incdt g # 0. Atunci exista gi sunt unice polinoamele q,r € K[X| astfel incat
f=qg+r cu grad(r) < grad(g).
Polinoamele q,r se numesc catul, respectiv restul tmpartirii lui f la g.

Demonstratie. Demonstram mai intai existenta polinoamelor g si . Daca f = 0 atunci
putem pune ¢ = 0 gi 7 = 0. Deci, putem presupune ca f # 0 si demonstram existenta lui ¢ si
r prin inductie dupa n = grad(f). Cazul n = 0 este evident. Fie m = grad(g). Daca n < m
atunci luam ¢ =0gir = f. In caz contrar avem ci n > m. Presupunem ca f = ag+---+a, X"
sig="by+ -+ b,X™ unde a,,b, # 0. Atunci polinomul f; = f — a,(b,) ' X" ™g are
gradul mai mic strict decat n si are coeficientii in corpul K. Aplicim acum ipoteza de inductie

si obtinem existenta polinoamelor ¢, 71 € K[X] cu proprietatea ca
fi=qg+mr  cu grad(r) < grad(g).
Punand ¢ = ¢ + a,(by,) ' X" ™ gi r = r; avem
f=qg+r cu grad(r) < grad(g),

ceea ce Incheie demonstratia pasului de inductie.

atdt f — q1g cat si f — gqg sunt polinoame de grad mai mic strict decdt m = grad(g). Prin
urmare, folosind Propozitia 1.3.2(a), diferenta celor doua polinoame, i.e. g(q — ¢;) are gradul
mai mic strict decat m. Daca ¢ — ¢; # 0 aplicAnd Propozitia 1.3.2(b) obtinem

m > grad(g(q — q1)) = grad(g) + grad(q — 1) = m + grad(q — a1) > m,

ceea ce reprezinta o contradictie. Deci ¢ = ¢, ceea ce impica r = ry. |

O observatie importanta este ca demonstrarea pasului de inductie reprezinta de fapt algo-
ritmul de Tmpartire cu rest a doua polinoame. O alta consecinta a Teoremei impartirii cu rest
este ca putem introduce pe K[X] o relatie de divizibilitate, pe care o notam “|”. Mai precis,
pentru f,g € K[X] spunem ca f divide g (sau g este divizibil cu f) si scriem f|g daca si
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numai daca exista h € K[X] astfel incat g = fh. Sa observam ca pentru cazul esential f # 0
flg daca gi numai daca restul impartirii lui g la f este 0.

Fie K un corp, f € K[X] si @ € K. Spunem ca « este radacindg a lui f daca f(a) = 0.
De exemplu, polinomul (2? + 1)(z — 1) € R[X] are doar ridicina —1, pe cand polinomul
(x2 4+ 1)(z — 1) € C[X] are radacinile —1, +4. Observam c& rad&cinile unui polinom depind de
corpul in care consideram coeficientii polinomului. Cum testam insa daca un anumit numar este
radacina a unui polinom? Raspunsul este dat de urmatorul rezultat, cunoscut si ca Teorema
lui Bézout.

Corolarul 1.3.4. Fie K un corp, f € K[X] si a € K. Atunci restul impartirii lui f la
X — « este f(a). In particular avem cd o este raddcing a lui f dacd si numai dacd X — alf.

Demonstratie. Aplicam Teorema 1.3.3 pentru f = f si ¢ = X — «. Obtinem ca exista si
sunt unice ¢ € K[X] sir € K cu f = (X — a) +r. In aceasti relatie facem X = a si obtinem
r= f(a). i

Urmatorul rezultat se refera la numarul de radacini pe care il poate avea un polinom cu
coeficienti intr-un corp K. Conform Corolarului 1.3.4, o radacina « corespunde unui divizor
X —aallui f. Daci f este divizibil prin (X — )™ dar nu este divizibil cu (X — «)™"!, atunci

a se numegte radacina cu ordin de multiplicitate m sau radacina multipla de ordin m.

Propozitia 1.3.5. Fie K un corp i f € K[X]\ {0} un polinom. Daca f are radacinile
distincte oy, ...,ap itn K cu ordine de multiplicitate ny,...,ng, atunci [ este divizibil prin
polinomul (X — ay)™ (X — o)™ - -+ (X — ay,)™. In particular, dacd f are gradul n atunci f are

cel mult n radacint in K.

Demonstratie. Afirmatia este evidenta daca k = 1. Presupunem k > 2 si cum oy
este radicing multipld de ordin n;, putem scrie f = (X — ay)™g si g(oy) # 0. Inlocuind X
cu aw, obtinem ca 0 = f(ae) = (ag — a1)™g(az) in K, de unde rezultd g(az) = 0. Prin
urmare s este radacina lui g cu ordin de multiplicitate ny. Deci (X — a3)"2|g ceea ce implica
(X — a1)™(X — a2)™|f. Repetdnd acest argument se obtine ca f este divizibil prin (X —
a)" (X —ag)™ - (X — ag)"™. i

Incheiem aceasti sectiune precizand legatura dintre coeficientii unui polinom si radacinile

acestuia, rezultat cunoscut in literatura si sub numele de relatiile lui Viéte.

Propozitia 1.3.6. Fie K un corp si f = a, X" + -+ + a1 X + a9 € K[X] un polinom de
grad n > 1. Presupunem ca f are radacinile oy, ..., o, € K. Atunci

f=an(X =) (X = an),

st 1n plus au loc relatiile

gt oy = —an1(an)

(3) g + -+ ooy = an72<an)_17
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Demonstratie. Aplicind Propozitia 1.3.5 obtinem ca f = b(X — ay) -+ (X — «,), unde
b € K*. Prin identificarea coeficientilor dominanti obtinem ca b = a,,. Restul relatiilor se obtin
prin identificarea celorlalti coeficienti. O

1.4. Aritmetica lui K[X]

Am vazut in sectiunea anterioara ca in inelul K[X], la fel ca in Z, functioneaza Teorema
impartirii cu rest (vezi Teorema 1.3.3). Acest fapt implicd, cu o demonstratie similara cu cea
data in Exemplul 1.1.9 (3), ca idealele lui K[X] sunt generate de un singur polinom. Intr-
adevar, daca I este un ideal nenul al lui K[X] (idealul nul este generat evident de polinomul
nul) consideram g € I\ {0} un polinom de grad minim. Evident (¢9) C [. Fie f € I un
polinom arbitrar. AplicAnd Teorema 1.3.3, exista q,r € K[X] astfel incat f = qg + r cu
grad(r) < grad(g). Cum r = f —qg € I (definitia idealului) rezulta din minimalitatea gradului
polinomului g ca r = 0. Obtinem deci f = qg, adica I C (g). In concluzie, orice ideal al lui
K[X] este generat de un singur polinom. Prin urmare, inelele factor ale lui K[X] sunt de forma
K[X]/(f), unde f € K[X]. Tot cu ajutorul Teoremei 1.3.3 putem descrie mai bine elementele
acestor inele factor.

Lema 1.4.1. Fie K un corp si f € K[X]| un polinom de grad n > 1. Atunci elementele
inelului factor K[X]/(f) se reprezintd unic sub forma ag + a; X + -+ + ap,_1 X" H(mod (f)) cu
ag,...,an—1 € K.

Demonstratie. Conform definitiei inelului factor data in prima sectiune a acestui capitol,
K[X]/(f) = {g(mod (f))| g € K[X]}. Fie g € K[X]. Aplicam Teorema 1.3.3 si obtinem
existenta polinoamelor ¢,r € K[X] astfel incat ¢ = ¢f + r i grad(r) < grad(f). Rezulta
ca g(mod (f)) = r(mod (f)). Prin urmare, clasa de echivalentd modulo idealul (f) a unui
polinom g € K[X] este egala cu clasa de echivalenta a unui polinom de grad < n. Pentru
incheierea demonstratiei mai avem de aratat ca daca r,r’ sunt doua polinoame diferite de grad
< n atunci r(mod (f)) # r'(mod (f)). Daca prin absurd am avea egalitate atunci, din definitia
relatiei de echivalenta, am obtine ca r —r’ = fh, pentru un h € K[X]\ {0}. AplicAnd acum
Propozitia 1.3.2(a) si (b) rezulta

n < grad(f) + grad(h) = grad(fh) = grad(r — ') < max{grad(r), grad(r')} < n,

o contradictie. O

Fara a intra in detalii, precizam ca relatia de divizibilitate introdusa pe K[X] in sectiunea
anterioara are proprietati similare cu relatia de divizibilitate de pe Z. Mai precis, pentru orice
doua elemente din K[X]| se definegte analog ca in Z cel mai mare divizor comun si cel mai
mic multiplu comun. Mai exact, polinomul unitar de grad cel mai mare care divide si pe f
si pe g este cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si g, pe cand polinomul unitar
de grad minim posibil care este divizibil atat cu f cat si cu g este cel mai mic multiplu
comun al polinoamelor f gi g. De asemenea, spunem ca doua polinoame sunt relativ prime
daca polinomul unitar care reprezinta cel mai mare divizor comun este 1, adica are gradul 0.
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Pentru calculul celui mai mare divizor comun, la fel ca in Z, putem folosi varianta polinomiala

a algoritmului lui Euclid, pe care o prezentam pe scurt, demonstratia fiind lasata cititorului.

Algoritm 1.4.2. Fie f,g € K[X] cu g # 0. Urmatorul algoritm, numit algoritmul lui
Euclid, furnizeaza cel mai mare divizor comun al polinoamelor f gi g. Aplicam succesiv

Teorema Impartirii cu rest:
f=qg+r, g=qri+ry ..., Tn2=GuTn1+Tn, Tno1 = Gni1Tn,

unde 7, este ultimul rest nenul. Un astfel de r,, exista deoarece grad(g) > grad(r;) > grad(rg) >
... > grad(r,) este un gir descrescator de numere naturale care nu poate fi infinit. Polinomul
unitar egal cu r,/c, unde ¢ este coeficientul dominant al lui r,, reprezinta cel mai mare divizor
comun al lui f si g, vezi Problema 1.5.19 pentru un exemplu. Sa mai observam ca inlocuind pe
rn,—1 din ultima relatie in penultima relatie, etc. obtinem la final existenta a doua polinoame
u,v € K[X] astfel incat r, = uf + vg. In particular, avem urmatoarea echivalenta: exista
polinoamele u, v € K[X] astfel incat fu + gv = 1 daca gi numai daca (f,g) = 1.

In continuare vrem s& vedem cine este omologul elementului prim din Z, in K[X].

Definitia 1.4.3. Un polinom neconstant (adica de grad > 1) f € K[X]| se numeste polinom
ireductibil daca f nu se poate scrie ca produs de doud polinoame neconstante, altfel spus,
singurii divizori ai lui f sunt a si af cu a € K*. Un polinom neconstant care nu este ireductibil
se numeste polinom reductibil.

Spre exemplu, polinomul X — 1 € Q[X] este un polinom ireductibil, (X —1)(X —2) € Q[X]
este reductibil, iar problema (i)reductibilitatii constantei —7 nu se pune. In Z cunoagtem
elementele prime, oare putem scrie si polinoamele ireductibile din K[X]|? Dupa cum o sa
vedem, ireductibilitatea unui polinom depinde de corpul in care are coeficientii si prin urmare
este imposibil sa scriem polinoamele ireductibile din K[X] fara a avea informatii precise despre
corpul K. Cu toate acestea, indiferent de cine este corpul K avem o multime clara de polinoame

ireductibile gi un criteriu general pentru a testa daca un anumit polinom este sau nu ireductibil.

Lema 1.4.4. Fie K un corp. In K[X]

(a) polinoamele de gradul 1 sunt ireductibile,
(b) un polinom de grad 2 sau 3 este ireductibil daca si numai daca nu are radacini in K.

Demonstratie. (a) este evidenta. Pentru (b) sa observam ca din definitie rezulta ca un
polinom de grad 2 sau 3 este reductibil daca gi numai daca este divizibil cu un polinom de
gradul 1, adica daca si numai daca polinomul are o radacina in K. Negand aceasta echivalenta
obtinem concluzia dorita. O

De exemplu, X? — 3 este polinom ireductibil in Q[X] deoarece nu are rad&cini rationale, dar
este reductibil in R[X] pentru ci X2 — 3 = (X — V3)(X + V/3).

Atentie! deseori suntem tentati sa folosim (b) sub forma: un polinom din K[X] este
ireductibil daca si numai daca nu are radacini in K. Gresit, dupa cum arata urmatorul exemplu

21



1. PRELIMINARII

simplu: polinomul (X? — 2)(X? — 3) € Q[X] este reductibil in Q[X] dar nu are radacini in Q.

Cum mai putem caracteriza polinoamele ireductibile?

Lema 1.4.5. Fie f € K[X] un polinom neconstant. Atunci f este ireductibil daca si numai
daca satisface condifia:

flgh cu f, g € K[X] = [lg sau flh.

Demonstratie. Sa consideram mai intai ca f este ireductibil si f|gh. Presupunem prin
absurd ca f g si f /h. Deoarece f este ireductibil (conform definitiei are ca divizori doar
polinoamele unitare 1 si f) din f fg si f fh rezulta ca (f,g) = 1 i (f,h) = 1. Din algoritmul
lui Euclid obtinem atunci ca exista polinoamele wuy, us, v1, v2 € K[X] astfel incat au loc relatiile

fur+guvy =1 s fus+ hvy = 1.
Facand produsul celor doua egalitati obtinem ca
fugua f + urhvy + ugguy) + gh(vivg) = 1.

De aici rezulta ca (f,gh) = 1, o contradictie cu faptul ca f|gh.

Reciproc, fie f un polinom neconstant care satisface conditia din enunt si sa presupunem prin
absurd ca f este reductibil. Prin urmare, exista g, h € K[X| polinoame neconstante astfel incat
f = gh. In particular f |gh. Deoarece g, h sunt polinoame neconstante atunci grad(g), grad(h) <
grad(f) ceea ce implica, via Propozitia 1.3.2(b), ca f fg si f fh, o contradictie. Obtinem deci
ca f este ireductibil. O

De ce suntem interesati de polinoamele ireductibile din K[X]? Pentru ca in Z cunoagterea
elementelor prime implica automat, via faimoasa Teorema a lui Euclid, ca orice numar intreg
diferit de 0, 41 se poate scrie in mod unic ca produs de numere prime. Prin urmare, daca s-ar
pastra analogia cu Z, atunci si in K[X] cunoagterea polinoamelor ireductibile ar fi esentiala
pentru structura elementelor din K[X]. Intr-adevir, urmatorul rezultat clarifici acest aspect.

Teorema 1.4.6. Fie K un corp.

(a) Orice polinom neconstant f € K[X] se poate scrie ca produs de polinoame ireductibile.

(b) Orice polinom neconstant f € K[X| se poate scrie in mod unic sub forma f = agi* - - - g,
unde a € K*, iar gy, ..., gs sunt polinoame ireductibile unitare distincte cu ky, ... ks >
1.

(¢) Multimea polinoamelor unitare ireductibile din K[ X] este infinitd.

Demonstratie. (a) Sa presupunem prin reducere la absurd ca exista polinoame necon-
stante care nu se pot scrie ca produs de polinoame ireductibile. Fie h un astfel de polinom
de grad minim. Cum h nu este ireductibil, putem scrie, conform definitiei, h = fg cu f,g
polinoame neconstante, deci de grade strict mai mici decat gradul lui f. Datorita minimalitatii
lui h, polinoamele f si g se pot scrie ca produs de polinoame ireductibile. Dar atunci obtinem
si ca h = fg este produs de polinoame ireductibile, contradictie.

(b) Un polinom ireductibil f € K[X] se poate scrie sub forma ag, unde a este coeficientul
dominant al polinomului f, iar g este polinomul unitar ireductibil f/a. Aceasta observatie
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ne arata ca existenta descompunerii a fost probata la punctul (a). Demonstram unicitatea.
S& presupunem ci f se poate scrie in afard de forma din enunt si f = bhlt - - hl cu b € K,
hi, ..., h. € K[X] polinoame unitare ireductibile distincte doua cate doua si ly,...,l. > 1. Sa
observam ca din egalitatea coeficientilor dominanti in cele doua scrieri obtinem ca a = b, care
este coeficientul dominant al lui f. Facem inductie dupa m, unde m = k; + --- + k,. Daca
m = 1 atunci afirmatia este evidenta deoarece f este ireductibil. Presupunem acum ca afirmatia
e adeviirati pentru m — 1 si o demonstram pentru m > 1. Cum g,|f si f = bhl - hlr rezulta
din Lema 1.4.5 ca g, divide unul dintre polinoamele ireductibile hq, ..., h,, sa zicem h,. Acest
fapt implica, deoarece gy, h, sunt polinoame unitare ireductibile, ca g, = h,. Din egalitatea
agt' - gk = ah’' - .- hlr obtinem, prin simplificare cu g,, ci agy' - - - gF~! = ahl --- Ak~ Din
ipoteza de inductie rezulta ca s = r, si dupa o eventuala renumerotare, g; = h; si k; = [; pentru
1=1,....,s—1,5i ks — 1 =1y — 1, adica ks, = [,.

(c) In cazul in care K este corp infinit concluzia este imediatd deoarece multimea poli-
noamelor ireductibile de forma X — a cu a € K este infinita. Fie K un corp finit si sa pre-
supunem prin absurd ca multimea polinoamelor unitare ireductibile din K[X] este finita. Notam
cu fi,..., [ aceste polinoame unitare ireductibile. Atunci, polinoamele ireductibile din K[X]
sunt de forma af; cna € K*gii € {1,...,r}. Fie F polinomul neconstant fi --- f.+1. Aplicand
(a) rezulta ca exista i € {1,...,r} astfel incat f;|F. Prin urmare, restul impartirii cu rest a lui
F la f; este 0. Pe de alta parte, tinand cont ca F' = f;--- f. + 1 aplicand teorema Tmpartirii
cu rest obtinem ca F' = (fy -+ fi_i1fiv1 -+ fr)fi + 1, deci restul este 1, o contradictie. Asadar,
multimea polinoamelor unitare ireductibile este infinita. |

Acest rezultat aduce mai multe informatii asupra inelelor factor ale lui K[X] prin ideale

generate de polinoame ireductibile.

Propozitia 1.4.7. Fie K un corp gi f € K[X] un polinom ireductibil. Atunci inelul factor
K[X]/(f) este corp.

Demonstratie. Am vazut in demonstratia Lemei 1.4.1 ca un element nenul din inelul
K[X]/(f) se scrie sub forma r(mod (f)) := 7 cu r € K[X]| cu grad(r) < grad(f). Prin urmare,
r este nedivizibil cu f. Cum f este ireductibil, rezulta din Teorema 1.4.6 ca f,r sunt relativ
prime, cu alte cuvinte cel mai mare divizor comun al lui f si r este o constanta ¢ € K*. Conform
algoritmului lui Euclid exista polinoamele fi,7 € K[X] astfel incdt ¢ = ffi + rry. Trecand la
clase modulo idealul (f) obtinem 77, = 1, adic# 7 este inversabil. In concluzie, K[X]/(f) este
corp. ]

Obtinem ca un corolar al acestei propozitii Lema lui Kronecker, un rezultat fundamental

care va fi folosit in capitolele urmatoare.

Corolarul 1.4.8. (Lema lui Kronecker) Fie K un corp si f € K[X] un polinom de grad
> 1. Atunci exista un corp L care il contine pe K astfel incat f are o radacinag in L.

Demonstratie. Din Teorema 1.4.6 rezulta ca putem considera un polinom ireductibil

g € K[X] care il divide pe f. Din demonstratia Propozitiei 1.4.7 rezulta ca morfismul canonic

de inele ¢ : K — K[X]/(g), ¢(a) = G, unde ca mai inainte @ = a(mod (g)) este un morfism de
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corpuri gi deci injectiv. Putem astfel sa identificam pe K cu un subcorp al lui K[X]/(g) prin
identificarea fiecarui element a € K cu a. Prin aceasta identificare polinomul g = ag + a; X +
coo+a, X" € K[X] se identifica cu dp + @1 X + -+ + @, X™ i atunci

g X)=ap+u X+ Fa,X"=dy+a X+ +d,X"=f=0.
Deci X este o radicing a lui g in corpul K[X]/(g). Deoarece g|f rezulti ci X este si riidacind
alui f. O

Incheiem acest prim capitol de notiuni preliminare prin enuntarea, fara demonstratie, a unui

rezultat esential al algebrei numit Teorema Fundamentala a Algebrei.

Teorema 1.4.9. (D’Alembert-Gauss) Orice polinom neconstant f € C[X] are cel putin
o radacina in C.

Consecinta imediata a acestei teoreme este ca polinoamele ireductibile din C[X| sunt doar
cele de gradul 1. Totodata, din aceasta teorema putem determina imediat si polinoamele
ireductibile din R[X].

Corolarul 1.4.10. Polinoamele ireductibile din R[X| sunt polinoamele de gradul 1 si cele

de gradul 2 fara radacini reale.

Demonstratie. Prin aplicarea Lemei 1.4.4 rezulta imediat ca polinoamele din enunt sunt
ireductibile. Fie acum f € R[X] un polinom de grad > 3. Teorema 1.4.9 asigura existenta
unei radacini @ € € a lui f. Daca o € R atunci f este reductibil in R[X]. Daca nu, deoarece
coeficientii polinomului sunt reali rezulta ca si a, conjugatul complex al lui «, este radacina
a lui f. Aplicand Propozitia 1.3.5 rezulta ca (X — a)(X — &) divide pe f in C[X]. Dar cum
polinoamele (X —a)(X — @) si f apartin lui R[X] atunci polinomul f/(X —«a)(X — &) apartine
tot lui R[X]. Deci, f este reductibil. o

1.5. Probleme propuse

Problema 1.5.1. Fie A o multime. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) A este finita,
(b) orice functie injectiva f : A — A este bijectiva,
(c) orice functie surjectiva f : A — A este bijectiva.

Problema 1.5.2. Fie m,n doua numere naturale iar A, B doua multimi avand m, respectiv

n elemente. Demonstrati ca

(a) Numarul functiilor de la A la B este n™.
(b) Daca m < n atunci numarul functiilor injective de la A la B este n!/(n —m)!.
(c¢) Daca m > n atunci numarul functiilor surjective de la A la B este

n" —Cln—1"+C*n—2)" —-- + (=1 tcr
Problema 1.5.3. Care dintre urmatoarele relatii binare pe R este relatie de echivalenta:
(a) z~ydacax—y € Z; (b) x=ydaca v —y| <3; (¢c) roy daca x +y € Z7
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Problema 1.5.4. Pe multimea numerelor complexe C definim relatia binara: z ~ y &
|z| = |y|. Aratati cd ~ este relatie de echivalenta, determinati clasele de echivalenta gi un

sistem complet de reprezentanti.

Problema 1.5.5. Pe multimea numerelor complexe C definim relatia binara: z ~ y <
xr —y € R. Aratati ca ~ este relatie de echivalenta, determinati clasele de echivalenta si un

sistem complet de reprezentanti.

Problema 1.5.6. Fie ~ relatia binara pe NxIN definita prin (a, b) ~ (¢, d) daca a+d = b+c.
Aratati ca ~ este o relatie de echivalenta gi ca multimea factor N x N/ ~ se afla in bijectie cu

multimea Z.

Problema 1.5.7. Fie a,b,c € Z, b # 0. Pe Z definim operatia = x y = axy + b(z + y) + c.
Aratati ca operatia * este asociativa daca si numai daca b = b? — ac. Aratati ca operatia * are
element neutru daci si numai daca b = b? — ac si b|c.

Problema 1.5.8. Aratati ca singurul morfism de grupuri (Q,+) — (Z, +) este cel nul.

Problema 1.5.9. Aratati ca grupurile (Zog12, +), (Z,+), (Q,+) si (Q*,-) sunt doua céte

doua neizomorfe.

Problema 1.5.10. Fie H C My(C), unde

H:{<f‘B §>|a,ﬁec}.

Sa se arate ca H este un corp necomutativ in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.
Ardtati ca polinomul X? 4+ 1 € H[X] are o infinitate de radacini in H.

Problema 1.5.11. Sa se arate ca orice inel integru finit este corp (inelul nu trebuie sa fie
neapdarat comutativ).

Problema 1.5.12. Fie n > 2 un numar natural. Sa se arate ca multimea elementelor
inversabile ale inelului (Z,, +,-) este U(Z,) = {z] 1 <z <n—1,(z,n) =1}, unde prin & am
notat clasa de echivalenta x(mod n). Deduceti apoi ca Z,, este corp daca gi numai daca n e

prim.

Problema 1.5.13. Fie K C My(Z7) multimea matricelor de forma

K—{( a ?)mbez?}.
-b a

Sa se arate ca K este un corp comutativ in raport cu adunarea si inmultirea obisnuita a ma-
tricelor. Generalizare!

Indicatie! fnlocuil;i pe 7 cu un numar prim p astfel incdt p = 3(mod 4).

Problema 1.5.14. Sa se arate ca nu exista un izomorfism de corpuri, i.e. morfism de
corpuri bijectiv, intre corpurile Q(v/3) si Q(v/5).
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Problema 1.5.15. Aratati ca daca A si B sunt doua multimi finite cu acelagi numar de

elemente, atunci grupurile S4 si Sp sunt izomorfe.

Problema 1.5.16. Fie 0,7 € S;5 urmatoarele permutari

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
=\13 215 14106 1234 1 7 9 5 11 8 J°

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Tl149102126511 15 3 8 7 4 1 13"
Calculati si apoi descompuneti in produs de cicli disjuncti fiecare din urmatoarele permutari:

o,7,0%, 07,70 si 027. Pentru fiecare din permutérile anterioare calculati ordinul si signatura.

123456789 10 11 cs
34579286 1 11 10 -

1) Descompuneti o in produs de cicli disjuncti.

Problema 1.5.17. Fie permutarea o = (

(1)

(2) Descompuneti o in produs de transpozitii.
(3) Calculati sgn(o) si ord(o).

(4) Exista permutari de ordin 35 in Sy;7

()

2011

5) Rezolvati ecuatia 7 =0 in Sy.

Problema 1.5.18. Aratati ca grupul S, este generat de: (a) transpozitiile (1 2), (1 3), ...,
(1 n); (b) transpozitiile (1 2), (2 3), ..., (n — 1 n); (c) transpozitia (1 2) si n-ciclul (1 2... n).

Problema 1.5.19. (a) Calculati toate ordinele posibile ale permutarilor din S5 i dati cate
un exemplu de permutare pentru fiecare ordin posibil.

(b) Daca 7 = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)(9 10) determinati daca exista un n-ciclu o (n > 10) cu
7 = oF pentru un anumit intreg k.

(c) Daca 7 = (1 2)(3 4 5) determinati dacd existd un n-ciclu o (n > 5) cu 7 = o” pentru

un anumit intreg k.

Problema 1.5.20. Calculati cel mai mare divizor comun al polinoamelor X* — 2X3 + 1 si

X3 —2X? + 1 1n inelul R[X] si scrieti-] apoi In functie de cele doud polinoame.

Problema 1.5.21. Descompuneti polinomul X" — 1, 1 < n < 6, in produs de polinoame
ireductibile in R[X], C[X].

Problema 1.5.22. In ce caz este polinomul X" 4+ X3+l 4 X342 ¢ R[X] divizibil cu
X+ X2 417

Problema 1.5.23. Daci «, 8 sunt riadécinile reale ale polinomului X2 — 6X + 1 € R[X],

atunci pentru orice numar natural n, o™ 4+ 3" este un numar intreg, nedivizibil cu 5.

Problema 1.5.24. Fie a,b € N si d = (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si
b. Aritati ca cel mai mare divizor comun al polinoamelor X¢ — 1 si X* — 1 in K[X], unde K

este un corp, este X — 1.
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CAPITOLUL 2
Calcul matriceal

In acest capitol prezentam notiunile de matrice si determinant precum si o sinteza a rezul-
tatelor referitoare la acestea. In Sectiunea 2.1 ne ocupam de matrice, operatii cu matrice.
Sectiunea 2.2 este dedicata determinantilor, proprietatilor si metodelor de calcul ale acestora.
In Sectiunea 2.3 definim rangul unei matrice si ne ocupam de clasa matricelor inversabile. Se
prezinta pe scurt maniera de determinare a inversei unei matrice folosind matricea adjuncta,
metoda studiata in ciclul liceal. Un paragraf al acestei sectiuni este dedicat transformarilor
elementare ale liniilor unei matrice. Aceste transformari isi evidentiaza utilitatea in deter-
minarea rangului unei matrice, a inversei unei matrice nesingulare, dar si in rezolvarea sis-
temelor algebrice liniare. Propunem si o metoda de lucru cu matrice partitionate in matrice
"mai mici”, numite blocuri. In Sectiunea 2.5 ne ocupam de studiul sistemelor de ecuatii al-
gebrice de gradul intai cu mai multe necunoscute, omogene si neomogene, numite si sisteme
liniare. Tntrebuin@area cuvantului "liniar” pentru a arata ca o anume expresie este de gradul
intai provine din Geometrie Analitica, unde ecuatia unei linii drepte este de gradul intai in ra-
port cu coordonatele x,y. Pentru un sistem de ecuatii liniare vom pune in evidenta conditii de
compatibilitate si vom prezenta metoda eliminarii Gauss-Jordan de determinare a solutiilor. In
finalul capitolului propunem un set de probleme, aplicatii la Intregul material teoretic prezentat

anterior.

2.1. Matrice

Definitia 2.1.1. Fie (K, +,-) corpul comutativ al numerelor reale, R, sau cel al numerelor

complexe, C. Se numeste matrice de tipul (m,n) cu elemente din K o aplicatie

f:{1,2,...,m}><{1,2,...,n}—>K, f(i,j):aij,
ie{l,2,...,m}, je{1,2,...,n}.

Vom nota matricea A sub forma unui tablou ce contine valorile functiei f:

a1 aip ... Qip a1 a19 ... Qrp
a a oo a a a Lo Qa
(4) A — 21 22 2n _ 21 22 2n
Am1 Am2 ... Omn Am1 Am2 ... (Qmn
sau, pe scurt,
(5) A= [aij]izl,m = (aij)z‘:Lm-
i=1n j=1n
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Datorita notatiei (4) vom spune ca matricea A are m linii gi n coloane. Sistemul ordonat de
elemente a;1, a;o, . . ., a;, se numeste linia i, ¢ € {1,2,...,m}, iar sistemul ordonat de elemente
aij, Gg;, - - -, am; se numeste coloana j, j € {1,2,...,n}, a matricei A.

O matrice de tipul (1,n) se numeste matrice linie si este de forma:

A:(CLH aip ... aln)-

O matrice de tipul (m, 1) se numegte matrice coloana si este de forma:

Qm1

In cazul n = m se obtine matricea patratica de ordin n

ai;pr a2 ... QAip
sy Ay ... @
A= 21 Q22 2n
ap1 Ap2 ... QApp
In aceasta situatie, sistemul ordonat a1, ass,..., a,, se numeste diagonala principala, iar
sistemul ordonat de elemente ay,, as ,_1, ..., a, se numeste diagonala secundara a matricei

A.

Vom nota M,, ,,(K) multimea tuturor matricelor de tipul (m,n) avand elementele in K,
multimea matricelor patratice de ordin n se va nota M,,(K) iar elementele acestor multimi
le vom nota fie prin A, B,..., fie prin A, As,.... Evident au loc incluziunile M,, ,(Z) C

Mn(Q) € My n(R) C M,y n(C).

Definitia 2.1.2. Doud matrice A = (ai;);—17m » B = (bij)i=tm € Mmn(K), se numesc egale
j=1n j=1n

daca a;; = b;j, pentru toti i =1, m, j = 1,n.

2.1.1. Operatii cu matrice.

Definitia 2.1.3. Fie matricele A = (a,])i,17m € Mpun(K) si B = (bij)i—tm € Mua(K).

Prin suma lor intelegem matricea A+ B € /\/lmn( ), data prin

(6) A + B = ((Zij + bij)z‘:l, .

j: 7n

Teorema 2.1.4. Multimea M., ,(K) inzestrata cu operatia de adunare are structurd de

grup aditiv abelian.

Demonstratie.
1) Adunarea este asociativa, adica oricare ar fi matricele A, B,C € M,,,,(K) avem

(A+B)+C=A+(B+0).
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2.1. MATRICE

Intr-adevir, daci A = (aij)itmm>» B = (bij)ictm s C = (Cij)i=tmm » atunci
j=ln j=1n j=1n
A+ B = (aij + bij)i—tms  (A+B)+C = ((ai; + bij) + ¢ij)imtm
Jj=1n j=1ln
si, analog gasim A+ (B +C) = (ai; + (bij + ¢ij)) ;=1 - Proprietatea rezulta evident din asocia-

j=1n
tivitatea operatiei de adunare in corpul K.

2) Adunarea admite element neutru care este matricea ale carei elemente sunt toate egale
cu 0, notata 0,,, sau Oay,, . (x) si numita matricea nula. Pentru orice A € M,, ,(K) are loc
A+ Orppn®) = Om, ) + A = A, proprietate a carei verificare este evidenta.

3) Pentru orice A € M,, ,(K) exista matricea —A € M,, ,(K), numita opusa matricei A,
astfel incat A+ (—A) = (—A)+ A = O, (%) Intr-adevir, daci A = (a;;),_15 atunci matricea

i=1,m
7=1n

—A = (—a;j),_15 satisface proprietatea enuntata.
j=1ln

4) Adunarea este comutativa, adica oricare ar fi matricele A, B € M,, ,,(K) avem A+ B =

B + A, afirmatie ce rezulta evident din comutativitatea adunarii in corpul K. O

Observatia 2.1.5. Daca A si B € M,, ,(K) atunci suma A+ (—B) se noteaza A — B si se
numeste diferenta matricelor A si B. Operatia care asociaza matricelor A si B diferenta lor

se numeste scadere.

Exemplul 2.1.6. Fie matricele
-1 2 -3 2 —4 1
A_<0 ~7 4)7 B_<—3 0 3)'
1 -2 -2 1 -2 3
A+B:<—3 7 7>’ _A:<o 7 —4)
-3 6 —4
A_B:< 3 -7 1 >

Definitia 2.1.7. Fie A = (a;;);

Atunci

o matrice de tipul (m,n) si B = (bjx);—1; o0 matrice

j:]-vn k:]"p
de tipul (n,p). Numim produsul matricelor A si B, matricea A - B de tip (m,p) data prin

(7) A -B= (i aijbjk) '

Elementul matricei A-B care figureaza in linia i si coloana k este egal cu suma termenilor care
se obtin iInmultind elementele liniei ¢ a matricei A cu elementele corespunzatoare ale coloanei j

a matricei B (lui a;; 1i corespunde by, lui a; 1i corespunde by, ... lui ay, 1i corespunde by ).

Exemplul 2.1.8. Fie
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Are sens sa efectuam produsul C' = A- B, care va fi o matrice de tipul (2, 2) si ale caror elemente

cij, 1 =1,2, j =1,2 se obtin astfel
=14+ (=2)-0+2-(=2)=0, co=1-(=1)+(-2)-2+2-1= -3,
= (=1)-44+4-043-(=2) = =10, cp=(=1)-(=1)+4-2+3-1=12.
Deci
AB:(—%O 12?))

Teorema 2.1.9. Au loc urmatoarele proprietati
1) Inmultirea matricelor este asociativa, adica oricare ar fi matricele A € My, »(K), B €

M, ,(K), C e M, (K) areloc (A-B)-C=A-(B-C)
2) fnmul;fzrea matricelor este distributiva la stanga fata de adunare, adica oricare ar fi
=A-B+A-C.

matricele A € M, ,(K), B,C € M,,,(K) are loc A-(B+C)

' K), B,
3) Inmultirea matricelor este distributiva la dreapta fata de adunare, adica oricare ar fi

matricele A, B € M, ,(K), C € M,,,(K) areloc (A+B)-C=A-C+B-C

Demonstratie.
1) Fie A = (a”) =Tm> B= (b]'k)j:W7 C = (Ckl)k Tp- Avem
j=1n k=1,p I=1,q
n p
(A-B)-C= Zaiabak L - (Cht) 1p — Z Za” ik =
J=1 i=lLm I=1,q =1 i=Lm
k= 4 = q
n p n
Z Z Q5 jkckl = Z Z ’L]b]k‘ckl L Z Q5 (Z b]kckl> =
k=1j=1 i=1,m j=1k=1 i=1,m 7=1 =L,m
l=1,q l=1,q l=1,q
n p
> a; (Z bjk0k1> _=A-(B-C)
j=1 i=Lm  \k=1 j=Ln
j=Ln I=lq
2) Daca A = (aij);—t7m, B = (bjx);=tm, C = (cjr);—15 sinotam
j=1n k=Tp k=Lp
A-(B+C)=D, A-B=D', A-C=D",
D = (dir)ieizm, D' = (dy)icizm» D" = (di})ictim
k=1p k=1p k=1,p

atunci

dik = Z aij(bjk + Cjk) = Z aijbjk + Z CLijCjk = d;k -+ dzk
. . :1
O

]_
3) Justificarea acestei proprietati este asemanatoare cu cea de la 2. gi o propunem cititorului

ca exercitiu.
In cazul matricelor patratice are loc urmatorul rezultat

Teorema 2.1.10. (M, (K), ) are structura de monoid
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Demonstratie. Avand in vedere Proprietatatea 1 din Teorema 2.1.9, este suficient sa mai
aratam ca in multimea M,,(K) existd un element neutru la inmultire.

Intr-adevar matricea

1 0 0
(8) I = o 1 ... 0 ’
0 0 1

sau I, = (0;;) unde

i=1,n,j=1,n’
5 — 1, dacai=j
Y1 0, dacai#j
sunt simbolurile lui Kronecker, are proprietatea ca pentru orice matrice A € M, (K) are loc
A-I,=1,-A=A.

Intr-adevar, daca A = (a;;). ._+, atunci
i,j=1,n

A1, = <Z aik5kﬂ'> = (aij), jo17 = A-

k=1

i,J=1,n
In mod analog se arata ca I,, - A = A.

I,, se numesgte matricea unitate de ordinul n. O
Teorema 2.1.11. Multimea (M, (K),+, ) este inel cu element unitate.
Demonstratie. Afirmatia rezulta evident din Teoremele 2.1.4, 2.1.9 si 2.1.10. O

Observatia 2.1.12. Daca A € M, (K) si B € M,,(K), desi au sens produsele A-B si B- A,

in general, A- B # B - A, adica inmulfirea matricelor nu este comutativd.
Exemplul 2.1.13. Fie

1 -1 . (-2 1
A:(O 2)§1B—<_13>.
-1 -2 . (-2 4
A~B:<_2 ) §1B~A—<_1 7).

Observatia 2.1.14. Pentru o matrice A € M,,(K) putem defini succesiv matricele A? =
A-A A3=A% A, AR = AT A

A [ cose — sin
| sing cosp |
Sa calculam matricea A* (k > 1). Putem scrie evident

$2 cos? p —sin?p  —2sinpcosyp | [ cos2p —sin2p
~\ 2sinpcosy  cos?’p—sin?e | T\ sin2¢p cos2p |-

Atunci

Exemplul 2.1.15. Fie

iar prin inductie matematica rezulta

Ak — [ cos ko —sinky
~ \ sinkp cosky |-
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Definitia 2.1.16. Fie A = (a;)) € Mpy,»(K) st A € K. Numim produs al matricei

i=Lm
=1n
A cu scalarul A\, matricea N\A € M, ,,(K) definita prin
j=1n
1 1

Exemplul 2.1.17. Fie A = ( i 1

) € My(C). Atunci A= ( ! _1. >

Teorema 2.1.18. fnmulﬁr@a cu scalari are urmatoarele proprietati:
1) M(A+B) =X A+ B, VA €K, VA, B e M,,,,(K);

2) A+ p)A =X A+ pA VA peK, VA € My, (K);

3) (A)A=ApA), VA, pe K, VA e M,,,(K);

4) 1A= A, VA e M,,»(K).

Verificarea acestor proprietati este imediata si o propunem cititorului ca exercitiu.

Definitia 2.1.19. Fie A = (aij);—15m € Mmn(K). Transpusa matricei A este matricea

3

—_

Jj=

(10) AT = (Clji)?:ﬁ S Mn,m(K)

Exemplul 2.1.20. Fie

Atunci

N
S
Il
RCp—
|
OI\D
m
<
[\V)

0 1

Se observa cd AT se obtine luand liniile matricei A (respectiv coloanele lui A) drept coloane
(respectiv linii) in AT.
Operatia de transpunere a unei matrice are urmatoarele proprietati ce se verifica fara nicio
dificultate:

1) (A+ B) = AT+ BT, VA, B € M,,,(K);

2) (A-B) =BT A", VA e M,,,.(K),VB € M, ,(K);

3) VAT =X AT VA eK, VA e M,,,(K).

2.2. Determinanti

Fie A = (a;;), ._= € M,(K) o matrice patratica.

ij=Tpn
Definitia 2.2.1. Numim determinant al matricei A € M,,(K) elementul notat det(A) € K
dat de

(1].) det(A) = Z 6(0’)@10(1)6@0(2) C a,w.(n),

oc€Sn
unde S, este multimea permutarilor multimii {1,2,...,n}, iar (o) este signatura permutarii
.
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Determinantul matricei A se noteaza

ai;pr a2 ... QAip
(12) det(A) _ Q21 Q22 ... Q2p
Gp1 Ap2 ... GQpp

Observatiile 2.2.2. 1) Notiunea de determinant al unei matrice are sens doar pentru
matrice patratice.

2) Matricea este o functie cu valori in corpul comutativ K real sau complex, in timp ce
determinantul unei matrice este un element din K, adica un numar real sau complex.

3) In suma din formula (11) sunt n! termeni, numarul produselor de forma a1,1ya25(2) - - - Ano(n)
inzestrate cu semnul + este egal cu cel al produselor de aceesi forma inzestrate cu semnul —.

4) Definitia 2.2.1 se aplica gi matricelor de ordin 1, cand A = (ay1) si det(A) = aq;.

2.2.1. Proprietatile determinantilor.

Propozitia 2.2.3. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul matricei trans-

puse.
(13) det(A) = det(AT) VA € M,(K)
Demonstratie. Fie A = (a;), ,_17; € M, (K) o matrice arbitrara si fie A" = (a;i); 17 €
M, (K) transpusa ei. Avem
(14) det(A) = Z £(0)16(1)020(2) - - - Ono(n)
7€Sy,
(15) det(AT) = ES: £(T)ar(1)107(2)2 - - - Qr(n)n-
T€Sn
Sa notdm o (i) = k;. Atunci i = o~ 1(k;) si
£(0)0151)A20(2) - - - Ano(n) = (T)Uo—1(k, )by Qo1 (ka)ks - - - Q=1 (ko Yo -
Deoarece e(0) = (o™ !) si numerele ky, ks, . .. k, sunt numerele 1,2,... n, eventual intr-o altd

ordine, iar inmultirea este comutativa, rezulta

5(0)&10(1)a20(2) o Opo(n) = 6(0_1)%_1(1)1%_1(2)2 e Qg=1(n)n-

Prin urmare orice termen al sumei (14) se regaseste ca termen in suma (15) si invers. Deci

det(A) = det(AT). m

Observatia 2.2.4. Propozitia 2.2.3 arata ca daca o proprietate referitoare la liniile unui

determinant este adevarata atunci ea ramane adevarata si pentru coloanele determinantului.

Propozitia 2.2.5. Dacad toate elementele unei linii (coloane) ale unei matrice sunt nule,

atunci determinantul matricet este nul.

Demonstratie. Fie A = (aij)m:l’—n € M, (K) si sa presupunem ca toate elementele de pe
linia 4, i € {1,2,...n}, sunt nule. Fiecare termen din suma ce definegte valoarea determinan-
tului este un produs ce contine un element de pe linia ¢, deci acest termen este zero. O
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Propozitia 2.2.6. Dacad intr-o matrice schimbam doud linii (coloane) intre ele atunci de-

terminantul matricet astfel oblinute este egal cu opusul determinantului matricei inifiale.

Demonstratie. Fie matricea

ai;pr a2 ... QAip

;1 Q0 ... Qip
A=

a1 Aj2 ... GQjp

Ap1 Ap2 ... Qpp

Prin schimbarea liniilor 7 si j intre ele obtinem matricea

ay; a2 ... Qi

a1 Aj2 ... Qjp
A =

;1 Qi ... Qip

Ap1 Ap2 ... QGpp

al carei determinant este det(A’) = Z £(0)a16(1)020(2) - - - Cjo(i) - - - Bia(j) - - - Ono(n)-
O'GSn
Fie transpozitia 7 = (i,7); 7(i) =7, 7(j) =1, 7(k) =k Vk #14,].

Pentru ca e(o7) = e(0)e(1) = —&(0), obtinem succesiv

det(A') = Y £(0)a1(on(1)02001)() - - - Ci(or)(G) - - - Ti(or)(i) - - - An(or)(n) =
o€eS,

— D &(0T)a1en) (1) A2(6m)(2) - - - Ailor)(i) - - - Aj(or)(G) - - - Ao (m)-
gESy,
Cand o parcurge toate permutarile grupului S,,, o7 parcurge toate permutarile lui S,, i notand
oT = m, rezulta
det(A’) = Z E(Tr)alﬂ(l)agﬂ-g) Ce anﬂ-(n),
TESRK
de unde concluzia. O

Propozitia 2.2.7. Dacd o matrice are doua linii (coloane) identice atunci determinantul

matricel este nul.

Demonstratie. Fie A = <aij)ij=ﬁ o matrice patratica In care liniile k£ si [ sunt identice,
adicd ag; = a;; pentru toti j € {1,2,...,n}. Prin urmare, schimbéand liniile & si [ intre ele
obtinem matricea A" = A. Pe de alta parte, conform Propozitiei 2.2.6 avem det(A’) = —det(A)

si deci det(A) = —det(A). Prin urmare det(A) = 0. o

Propozitia 2.2.8. Daca elementele unei linii (coloane) ale unei matrice se inmultesc cu un
scalar A\, atunci determinantul matricei astfel obtinute este egal cu A inmultit cu determinantul
matricet initiale.
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Demonstratie. Fie A = (aij)z‘j:1n

o matrice patratica si fie A’ = (a;j) . matricea
Z7‘7: ’n

care se obtine din A prin inmultirea liniei £ cu scalarul . Deci pentru toti j = 1,n avem

ay; = Aag; §i aj; = a;; Vi # k. Atunci

det(Al) - Z 8(0)@10(1)a/20.(2) e a;a(k) e a/;lo.(n) -
O'GSn

Z 6(0‘)@10(1)6@0(2) P ()\aka(k)) RN ana(n) =
gESy

A Z 6(0’)&10(1)020(2) o Oko (k) - - - Ano(n) = A det(A).
O'ESn
O

Propozitia 2.2.9. Daca doua linii (coloane) ale unei matrice au elementele proportionale
atunci determinantul matricei este nul.

Demonstratie. Afirmatia rezulta cu usurintd prin aplicarea succesiva a Propozitiilor

2.2.8 5i 2.2.7. O
Propozitia 2.2.10. Fie A = (aij)ij:ﬁ o matrice patratica. Dacd elementele liniei k,
ke {1,2,...,n}, sunt sume de cdte doi termeni, ay; = aj; +ay;, Vj=T1,n gi A" (respectiv

A") este matricea care se obtine din A inlocuind elementele liniei k cu ay; (respectiv ay;), atunci
det(A) = det(A’) + det(A").

Demonstratie. Au loc:

det(A) = Z 8(0)&10(1)CL20(2) e aka(k) e am(n) =
oESh

Z £(0)a151)A20(2) - - - (aﬁm(k) + a’,g’g(k)) c o lno(n) =

O’GSn
Z 5(0')&10-(1)CL20-(2) . a;w(k) e am(n)+
gESy
Z £(0)a15,1)A20(2) - - .a’kﬁa(k) c ey = det(A") + det(A”).
O'GSTL
O
Definitia 2.2.11. Fie A = (aij)ij:ﬁ o matrice patratica. Spunem cd linia i este combi-
natie liniara a celorlalte linii, daca exista scalarii Ay, ..., Ni—1, Nix1, - .., A\n astfel incat, pentru

toti 7 = 1,n, sa avem
Q5 = )\16L1j + )\2a2j + ... )\i_lai_l,j + )\i+1ai+17]~ + ... )\nanj.
O definitie analoaga are loc si pentru o coloana, combinatie liniara a celorlalte coloane.

Propozitia 2.2.12. Daca o linie (coloand) a unei matrice este combinatie liniara a celor-
lalte linii (coloane) atunci determinantul matricei este nul.

Demonstratie. Aplicaind Propozitia 2.2.10, determinantul matricei date este suma de
determinanti cu cate doua linii proportionale. Se aplica apoi Propozitia 2.2.9. O
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Propozitia 2.2.13. Daca la o linie (coloand) a unei matrice adundam elementele altei linii
(coloane), tnmultite, eventual, cu un acelagi scalar nenul, atunci matricea obfinutd are acelagi

determinant cu matricea initiald.

: ! /
si fie A" = (aij)
prin adunarea la linia 7 a liniei &£ Tnmultita cu scalarul \.

. __ matricea care se obtine din A

Demonstratie. Fie A = (a;;)
,)J=1,n

ij=1n

!/ / - -
a;; = aij + Aagg, ap=ay, lL#i; j=1n,

Din Propozitia 2.2.10, determinantul matricei A’ este suma dintre determinantul matricei A
si determinantul unei matrice cu doua linii proportionale. Acesta din urma este nul, conform
Propozitiei 2.2.9. i

2.2.2. Calculul determinantilor. In cazul determinantilor de ordin doi calculul se face

conform relatiei:

ail Az

= Q1122 — A12G2].
a21 A2

In cazul determinantilor de ordin trei calculul se face conform relatiei:

a11 a2 as
G21 Q22 Q23 | =
az1 a3z 0ass
(11022033 + Q12023031 + 13021032 — Q13022031 — A12021033 — (11032023 =

Q22 Q23 a21 A3 a21 A2
ai — G712 + a3
32 A33 az1 ass az1 asg

Pentru calculul determinantilor de ordin mai mare sau egal cu patru se aplica regula lui
Laplace pe care o ilustram in continuare.

Fie A = (aij)ij:ﬁ € M, (K) o matrice patratica si 1 < p < n, un numar natural.

Definitia 2.2.14. Numim minor de ordinul p al matricei A determinantul matricei de
ordinul p format cu elementele situate la intersectia a p linii si p coloane ale matricei A.

Daca i1 < ig < ... <1, J1 < j2 <...< jp,sunt p linii si respectiv p coloane ale matricei

A, atunci minorul corespunzator este

Qi1 Qigge -+ Qiggy
M = Qingy Qiggje -+ Qiggy,
Qipjy  Qipjo -+ Qiygy

Definitia 2.2.15. Numim minor complementar al minorului M de ordin p al matrice:
A determinantul M. de ordinul n — p al matricei extrase din A prin suprimarea celor p linii si

p coloane corespunzatoare lui M.

Minorii de ordinul 1 ai matricii A sunt elementele sale, a;;. Minorii complementari ai
acestora sunt determinanti de ordinul n — 1.

36



2.2. DETERMINANTI

Definitia 2.2.16. Numim complement algebric al minorului M al matricei A elementul
din K definit de C' = (—=1)°M,, unde s = (i1 +ia+ ... +14,) + (1 +J2 + ...+ Jp), adica suma

indicilor liniilor si coloanelor matricei A utilizate in M.

Determinantul matricei patratice de ordinul n— 1 care se obtine din A prin suprimarea liniei
¢ si coloanei j se numeste minorul complementar al elementului a;; si se noteaza cu M;;.
Numarul C;; = (—1)"" M;; se numeste complementul algebric al elementului a;;.

Teorema 2.2.17. (Teorema lui Laplace) Determinantul matricei A este egal cu suma

produselor minorilor de ordinul p ce se pot construi cu elementele a p linii (coloane) fizate ale

matricei A prin complementii lor algebrici. |
In particular, pentru p = 1, rezulta ca oricare ar fi i € {1,2,...,n} fixat, are loc egalitatea
(16) det(A) = anCin + apCip + - - + ainCin,

numita regula de dezvoltare a determinantului matricei A dupa linia i.

Corolarul 2.2.18. Fie A = (a;j), ;_1;; € Mn(K). Pentru orice j # i are loc egalitatatea

airtCi + ainCio + -+ + a;nCjp = 0.

Demonstratie. Fie

ay; Qa2 ... Qi

;1 Qo ... Qip
A =

;1 Qo ... Qip

Ap1 Ap2 ... QGpp

matricea care se obtine din A prin inlocuirea liniei 7 cu linia i. Deoarece A’ are doua linii egale,

conform Propozitiei 2.2.7, rezulta det(A’) = 0. Pe de alta parte, dezvoltand determinantul

matricei A’ dupa linia j, obtinem det(A’) = a1 Cj1 + a;2Cjo + - -+ + ainCin. O
In mod aseménétor, pentru orice j € {1,2,...,n} fixat, are loc egalitatea
(17) det(A) = alelj + ang’gj 4+ 4 CLnanj,

numita regula de dezvoltare a determinantului matricei A dupa coloana j, precum si

urmatorul rezultat:
Corolarul 2.2.19. Fie A = (aij), ;_;; € Mn(K). Pentru orice i # j are loc egalitatatea

a1;C1 + agjCo + -+ - + apjCry = 0.

Exemplul 2.2.20. Sa se calculeze valoarea determinantului

1 1 2 3
1 1 3 4
D=|49 5 1
1 -2 2 4

folosind regula lui Laplace prin dezvoltare dupa primele doua linii.
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11 1 —1
D :’ ‘ (_1)1+2+1+2 |+
11 4
12| esese| 5= |1 3] een] 51
|13‘(1) o o4 |t o4 ) 9 9| T
1 2 1424243 2 —1 13 or1ro4a| 21
|1 3"(_1) SRR b T R G 1 9| T
2 3 i 205 |
|3 g | (1) 1 9| =T

Exemplul 2.2.21. Sa se calculeze valoarea determinantului de mai sus folosind dezvoltarea
dupa prima linie.

1 3 4 1 3 4
D=1-(-D)"' 5 1 =1 |+1-(-D)"*| 2 1 -1 |+
-2 2 4 -1 2 4
1 1 4 1 1 3
2- (=) 2 5 —1|+3- (=D 2 5 1|=-5
-1 -2 4 -1 -2 2

Procedura recomandata pentru a calcula in mod expeditiv un determinant:

1. Utilizand Propozitia 2.2.13, se Incearca sa se obtina pe o anumita linie (coloana) cat
mai multe elemente egale cu zero.

2. Se scrie dezvoltarea determinantului dupa elementele liniei (coloanei) obtinute dupa
transformarile de la punctul 1.

Exemplificam acest procedeu pentru a calcula determinantul de mai sus, prin dezvoltarea
dupa prima linie, dupa ce pe aceasta obtinem cat mai multe zerouri.

Coloana 1 o Inmultim cu —1 si o adunam la coloana 2, coloana 1 o iInmul{im cu —2 si o
adunam la coloana 3, coloana 1 o Inmultim cu —3 si o adunam la coloana 4. Dezvoltam acum

dupa prima linie si obtinem:

Lo 11| |0 L
D = =13 -3 -T|=-5
2 3 -1 -7 14 7
-1 -1 2 7
Exemplul 2.2.22. Sa se calculeze determinantul:
a b c
p=|a bcocal i eR, abe 0.
a boc
b ¢ a
1 1 1 1 0 0
_ b ¢ a | _ b ¢c—b a—b | _
Avem D = abc 111 = abc 1111 1 =
b ¢ a b ¢ b a b
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1 0 0

b —1 PR L1
abc(a—b)(b—c) 11 ] = abc(a—b)(b—c)| 1 1 :abc(a—b)(b—c)(%—%):

b be ab be ab

(a—"0b)(b—c)(c—a).

Teorema 2.2.23. Determinantul produsului a doud matrice A si B este egal cu produsul
determinantilor celor doua matrice, adica

(18) det(AB) = det(A) det(B).

Demonstratie. Fie A = (a;))
C = AB = (ca), pois:

B = (bjk) p_1m € Ma(K) si fie matricea produs

ij=Ln’

(19) Cil, = Zaijbjk> i,k =1,n.
j=1

Construim matricea patratica de ordinul 2n

ay; Q2 ... QAip 0 0 c. 0

21 Q929 ... Q9p 0 0 Ce 0

p_| @1 @2 ... G o o0 ... 0
N -1 0 ce 0 b11 blg R bln

0 -1 ... 0 le bgg R bgn
0 0 ... =1 by bua ... bun

Dezvoltam determinantul matricei P, folosind Teorema lui Laplace 2.2.17, dupa primele n linii
si obtinem det(P) = det(A) det(B).

Pe de alta parte, matricea P poate fi transformata, fara a modifica valoarea determinantului
ei, folosind proprietatile determinantilor, incat la intersectia ultimelor n linii si n coloane sa
obtinem zerouri. Pentru aceasta este suficient ca la elementele coloanei n 4+ k sa adunam
elementele corespunzatoare ale primelor n coloane inmultite respectiv cu byx, bog, ..., bug,
pentru k = 1,n. Tinand seama de (19), matricea P devine

ay;y a2 ... Aip, C11 Cl2 ... Cin

21 A22 ... A9y, Co1 C22 ... Copn

Q — An1 QAp2 ... Gpn Cpl Cp2 ... Cpp
-1 0 ... O 0 o ... 0
o -1 ... 0 0 o ... 0
0 O ... =1 0 0O ... 0

Dezvoltam determinantul matricei @), folosind Teorema lui Laplace, dupa ultimele n linii si
obtinem det(Q) = (—1)>"™* det(C) = det(C). Cum det(P) = det(Q), deducem ci det(AB) =
det(A) det(B). o
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2.3. Rangul unei matrice. Tipuri speciale de matrice

Definitia 2.3.1. Matricea nenula A € M, ,(K) are rangul r daca ezista in A cel pufin
un minor de ordinul v diferit de zero si toti minorii de ordin mai mare decat r, daca exista,

sunt egali cu zero. Notam rang(A) = r.
Pentru matricea nula, convenim ca rang(0,,,) = 0.

Teorema 2.3.2. O matrice nenuld A € M., ,(K) are rangul r daca si numai dacd existd
un minor de ordinul v diferit de zero si toti minorii de ordin v + 1, dacd exista, sunt egali cu

ZEero.

Demonstratie. Necesitatea este consecinta evidenta a Definitiei 2.3.1. Sa admitem acum
ca exista un minor de ordinul r diferit de zero si ca toti minorii de ordin r + 1 sunt nuli. Atunci
toti minorii de ordin r + 2 sunt nuli. Intr-adevir dezvoltand un minor de ordin 7 + 2 dupa
elementele unei linii (coloane) obtinem o suma de produse iar in fiecare produs apare ca factor
un minor de ordin 7 + 1. Asemanator, rezulta ca toti minorii de r + 3, r + 4, ..., cati exista,

sunt egali cu zero, deci rangul matricei este r. O

Lema 2.3.3. Fie matricele A € M, ,(K) si B € M,,,(K). Orice minor de ordin k, 1 <
k < min{m,p} al matricei produs A - B se poate scrie ca o combinatie liniara de minori de

ordin k a1 uneia dintre matricele A sau B. m|

Teorema 2.3.4. Rangul produsului a doua matrice este mai mic sau egal decat rangul

fiecarei matrice.

Demonstratie. Concluzia rezulta cu usurinta din Lema 2.3.3 observand ca, daca toti
minorii de un anumit ordin k, ai matricei A sau B sunt nuli, atunci toti minorii de acelasi ordin

k ai matricei A - B sunt, de asemenea, nuli. |

In continuare punem in evidenta cateva tipuri de matrice importante pentru parcurgerea

materialului teoretic ce va urma.

Definitia 2.3.5. Orice matrice patratica de tipul

A 0 ... 0
A 0 X ... O ,
000 ... A
unde \; € K, i =1,2,...,n, se numeste matrice diagonala.

O matrice patratica care are toate elementele de sub diagonala principala egale cu zero, se
numeste matrice superior triunghiulara iar daca toate elementele de deasupra diagonalei
principale sunt nule atunci spunem ca matricea este inferior triunghiulara. Determinantul

unei matrice triunghiulara este evident egal cu produsul elementelor de pe diagonala principala.

Definitia 2.3.6. Spunem cd matricea patraticd A este simetricaA dacd AT = A. Spunem
cd matricea pdtraticd A este antisimetrici dacad AT = —A.
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Observatia 2.3.7. Daca A = (a;); j_1;; € Mn(K) este antisimetrica, atunci aj; = —ay;
oricare ar fi i, € {1,2,...,n}. Pentru i = j obtinem a; = —a;; si deci a; = 0 pentru
toti i € {1,2,...,n}. Rezultda cd o matrice antisimetrica are toate elementele de pe diagonala

principala egale cu zero.

Exemplul 2.3.8. Fie A € M, (K) o matrice antisimetrica. Daca n este numar impar,
atunci det(A) = 0.

Intr-adevir, avem A7 = —A. Din Propozitiile 2.2.3 si 2.2.8 rezultii det(A) = (—1)" det(A).
Dar n este impar si deci det(A) = 0.

Definitia 2.3.9. Spunem ca matricea A € M,,(K) este ortogonala daca
(20) A-AT=AT . A=1,.
Notam O(n) multimea matricelor de ordin n care sunt ortogonale.

Exemplul 2.3.10. Matricea A din Exemplul 2.1.15 este ortogonala. In Geometria Analitici
aceasta matrice reprezinta matricea schimbarii de coordonate la o rotatie in plan, de unghi ¢.

2.3.1. Matrice inversabila.

Definitia 2.3.11. O matrice patratica A € M,,(K) al carei determinant este diferit de zero
se numegte nesingulara. Daca det(A) = 0 spunem ca matricea A este singulara.

Definitia 2.3.12. Spunem ca matricea patratica A € M,,(K) este inversabila daca exista
o matrice notatd A~ € M,,(K) astfel tncat

(21) A A=A A=1,
Definitia 2.3.13. Matricea A™' se numeste inversa matricei A.

Teorema 2.3.14. Inversa unei matrice patratice, daca exista, este unicad.

Demonstratie. Fie A o matrice patratica de ordin n. Sa presupunem ca exista doua

matrice de ordin n, B si B’ astfel incat
A-B=B-A=1, si A-B =B -A=1I,.
Folosind asociativitatea iInmultirii matricelor obtinem
B'=B-1,=B-(A-B)=(B'-A)-B=1,-B=B.

O
Notam GL,(K) multimea matricelor patratice de ordin n care sunt inversabile. Din Teo-
rema 2.1.10 deducem:

Teorema 2.3.15. Multimea GL,(K) inzestrata cu operatia de inmultire a matricelor are

structura de grup necomutativ.
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Demonstratie. Sa observam ca produsul dintre doua matrice inversabile este matrice
inversabila: daci A, B € GL,(K) atunci putem scrie (A-B)-(B™'-A™')=A-(B-B™')-A™! =
A-A7Y =1, si deci

(A-By'=B1.4""1
Evident I,, € GL,(K) cu I;! = I,,. Dacad A € GL,(K) atunci exista A™! gi A~! € GL,(K) cu
(A=A O

GL,(R) se numegte n-grupul liniar general real, iar G L, (C) este numit n-grupul liniar
general complex.
GL,(C) = C*.

Teorema 2.3.16. Matricea A € M,,(K) este inversabild daca si numai dacd este nesingu-
lard, adica det(A) # 0.

Demonstratie. Daca A este inversabila atunci, conform Teoremei 2.2.23 avem det(A) -
det(A™') = 1 si deci det(A) # 0. Reciproc, dacd A este nesingulard, demonstram ci ea este
inversabila, construind efectiv inversa ei dupa cum urmeaza.

Construim mai intai matricea A* numita adjuncta sau reciproca matricei A, inlocuind
fiecare element al matricei AT prin complementul siu algebric. Adica, elementul liniei 4 si
coloanei j din A* este complementul algebric al elementului aj; din matricea A. Mai precis
putem scrie A* = (a’f»)mzi, cu aj; = Cj;. Calculam produsele A - A* i A* - A. Folosind

v 1,n

formula de dezvoltare a unui determinant dupa o linie (16) si Corolarul 2.2.18 obtinem
d 0 0 ... 0
Adm g | 0 d 0 0|

unde d = det(A). impargim prin d egalitatile de mai sus si rezulta

1 * _ 1 * _
A ()= () =

fapt ce demonstreaza ca A este inversabila i

R L
(22) A _det(A)A'

Exemplul 2.3.17. Sa calculam inversa matricei

1 2 3
A= 0 1 2
-1 21

Avem det(A) = —4 deci A este inversabila. Calculam

1 0 —1 Cll 021 031
AT = 2 1 2 §1 A* = 012 022 032
32 1 Ciz Cas Css

unde
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1 2 2 2
Ch = (_1)1+1 2 1 ’ =-3, Oy = (_1)2+1 3 1 ‘ =4,
2 1
—(_1)3+1 _
031—< 1) 3 2‘—1, s.a.m.d
Obtinem
-3 4 1 3/4 -1 —1/4
A= -2 4 =2 sio A= 1/2 -1 1)2
1 -4 1 -1/4 1 -1/4

Propozitia 2.3.18. Mulfimea matricelor ortogonale (O(n),-) este subgrup in multimea

matricelor inversabile (GL,(K),-).

Demonstratie. Dacii matricea A € O(n) atunci det(4) = +1. Intr-adevir, din Teo-
rema 2.2.23 si Propozitia 2.2.3 deducem (det(A4))” = 1 de unde afirmatia. Deci matricea A este
inversabila si din Definitia 2.3.9 rezulta A~! = AT,

Fie A, B € O(n). Avem (AB)TAB = BTATAB = BTI,B = I, si deci A, B € O(n). Pentru
A € O(n) avem evident AT € O(n) si deci A~ € O(n), fapt ce Incheie demonstratia afirmatiei
din enunt. O

O(n) se numegte n-grupul ortogonal.
Consideram multimea
SO0(n) ={ Ae O(n); det(A) = +1}.
Propozitia 2.3.19. (SO(n),-) este subgrup in multimea matricelor ortogonale (O(n),-) .

Demonstratie. Un calcul elementar arata ca SO(n) este parte stabila la inmultirea
matricelor. Fie A € SO(n). Deoarece A™' = AT rezultd det(A™') = det(AT) = det(A4) = +1
deci A7t € SO(n). O

SO(n) se numesgte n-grupul ortogonal special.
Observatia 2.3.20. Multimea
O (n)={ A€ 0O(n); det(A) = -1}

nu este parte stabili la inmultirea matricelor. Intr-adevir, daci A, B € O~ (n) atunci det(AB) =
det(A) - det(B) = (—1) - (—1) = +1.

Exemplul 2.3.21. Au loc O(1) = {—1,+1}, SO(1) = {+1}, O~ (1) = {—1}.

2.3.2. Transformari elementare ale liniilor unei matrice. Orice matrice A € M,, ,(K)

se poate scrie In una din formele:

Ly
A=|: , cu ajutorul liniilor L; = ( a1l ... Qip ) ,i =1, m sau
Ly,
ai;
A= ( c, ... C, ) , cu ajutorul coloanelor C; = | : ,j=1,n.
@
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Definitia 2.3.22. Numim transformari elementare asupra liniilor matricei A:

T; transformarea prin care se inmulteste o linie cu un scalar nenul;
T, transformarea prin care se schimba doua linii intre ele;
T3 transformarea prin care se aduna la elementele unei linii elementele corespunzatoare

altei linii inmultite, eventual, cu un scalar nenul.

Folosind scrierea matricei cu ajutorul liniilor, cele trei transformari elementare se reprezinta

prin schemele:
Ly Ly

L, L,
Ly Ly
L, L,
A — T2 : 5
H
L, L,
L, Ly,
Ly Ly
L; L; + ﬁLj
A= : Ts| :
ﬂ
L; L;
L, L,

Definitia 2.3.23. Doua matrice de acelasi tip se numesc echivalente pe linii daca una

se obtine din cealalta printr-un numar finit de transformari elementare ale liniilor.

Definitia 2.3.24. O matrice A € M, ,(K) se numeste matrice esalon dacd indeplineste
urmatoarele conditii:

a) primul element diferit de zero din fiecare linie cu elemente diferite de zero este 1,

b) coloana care confine numdrul 1 al unei linii este situatd la dreapta coloanelor care contin
1 de pe liniile precedente,

¢) numarul 1 din condifia a) este singurul element diferit de zero din coloana in care acest
numar se afld,

d) liniile cu elementele diferite de zero sunt inaintea liniilor care au toate elementele egale

CuU z€ero.

Teorema 2.3.25. Orice matrice este echivalenta pe linit cu o matrice esalon.
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Demonstratie. Presupunem ca A € M,,,,(K) si ca prima coloana a lui A care contine

un element diferit de zero este coloana de ordin j. Daca elementul de pe linia ¢ i coloana j este

1
diferit de zero, atunci facem transformarea L, — — L; urmata de L; — L, si astfel matricea

aij
A se transforma in
0 - 0 1 b1 - b
g0 0 bayj baji1 o+ bon
0 -+ 0 by bmsrs - bum
In continuare se aplici matricei B transformarile L; — L; — bi; L1 pentrui € {2,3,...,m} sise
obtine matricea
0 - 0 1 ¢y - Ci
c=| 0 TN e e
0 -0 0 Cnpry ~ Com

Daca dupa aceste transformari se obtin linii formate numai din elemente egale cu zero atunci ele
vor ocupa ultimele locuri in matricea C. Procedeul se repeta acum pentru submatricea formata
din liniile 2,3,...,m si coloanele j + 1,....,n. In acest fel dupa un numar finit de asemenea

transformari elementare se obtine o matrice egalon echivalenta cu matricea initiala A. O

Urmatoarea observatie este utila pentru realizarea unui program pe calculator care sa rea-

lizeze aceste transformari.

Observatia 2.3.26. Transformarile elementare asupra liniilor se realizeaza folosind operatia

de Inmultire a matricelor, dupa cum urmeaza:

T;. Transformarea prin care se Inmulteste linia L; cu un scalar nenul «, se realizeaza

inmultind la stdnga matricea A cu matricea patratica de ordin n, M;(a)) de mai jos.

1
!
10 ... .. 0 0
0 0 1 0 0
M;(a) = 0 0 o o | —i det(M;(a)) = a # 0;
00 .. ... 0 .1

Aceasta matrice are pe diagonala principala 1 cu exceptia pozitiei (i,4) al carei element este a,
iar elementele nediagonale sunt toate egale cu zero.

Ts. Transformarea prin care se schimba Intre linia L; cu linia L; se realizeaza Inmultind

matricea A la stdnga cu matricea patratica de ordin n
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—.
o —.

O .. 0 ... 1 .0 —1
O .. 1 .. 0 .0 — 7

0O ... 0 .. 0 .1
matrice care are pe diagonala principala 1 cu exceptia pozitiilor (i,) si (j,j) care sunt egale
cu 0, iar elementele care nu sunt pe diagonala principala sunt zero cu exceptia elementelor de

pe pozitiile (i, 7) si (j,4) care sunt egale cu 1.

T3. Transformarea T3 prin care linia 7 Inmultita cu un scalar (3, se aduna la linia 7 se
realizeaza prin inmultirea la stdnga a matricei A cu o matrice patratica de ordin n de forma:
i J
. 1
1 .0 .. 0 ..0

My(8) = | .« o , det(My;(8) = 1 #0,
o . 0 .1 .0 — 7

O ..0 . 0 . 1
matrice care are pe diagonala principala 1, iar elementele care nu sunt pe diagonala principala

sunt zero cu exceptia elementului de pe pozitia (i, ) care este egal cu (.

Matricele introduse mai sus M;(«), M;;, M;;(3) poarta denumirea de matrice elementare.

Teorema 2.3.27. Daca matricea B se obtine prin aplicarea a k transformari elementare

lintilor lui A, atunci exista k matrici elementare Ey, Es, ..., B} astfel incat sa avem
O

Corolarul 2.3.28. Daca matricea B se obtine din matricea A prin aplicarea de transformari

elementare aupra liniilor acesteia, atunci rang(A) = rang(B). o

Exemplul 2.3.29. Folosind transformari elementare sa se determine rangul matricei A

1 2 10 2
2 4 2 20
A=13 6 32 2
5 12 6 4 4
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Aplicam transformarile elementare pentru a obtine zerouri sub diagonala aq1, ass, . ... Numarul

de elemente nenule de pe aceasta diagonala da rangul matricei.

1 2 10 2 Ly — (=2)L1 + Lo 121 0 2
2 4 2 20 000 2 —4
L3—><—3)L1+L3
36322L—>(—5)L—|—L 000 —1 —4
5 12 6 4 4 ! PTHN0 21 4 -6
121 0 2
021 4 -6
Lo byl g g0 -1 4
000 2 —4
Deoarece pe diagonala care pleaca din pozitia a;; sunt 3 elemente nenule rezulta ca rang(A) =

rang(B) = 3.
Corolarul 2.3.30. Daca matricea A este inversabila atunci
A Y= E\E;.. .E}.

Demonstratie. Afirmatia rezulta daca in relatia (23) consideram B = I,,. o
Ca o aplicatie a acestui Corolar prezentam algoritmul Gauss-Jordan de inversare a unei

matrice.

Exemplul 2.3.31. Sa se calculeze, folosind transformari elementare, inversa matricei

2 1 3
A= -2 3 4
5 11
Deoarece det(A) = —31 # 0, matricea este inversabila. Formam matricea (A[l). Cu ajutorul

transformarilor elementare efectuate asupra liniilor acestei matricii o vom aduce la forma (/|B).

Vom avea A~! = B.

2 13 | 100
234 | 010
5 11 ] 001
1 1/2 3/2 | 1/2 0 0
Li—(1/2)Ly| =2 3 4 | 0 10
- \s5 1 1 | 0 01
Ly oL+, [ /2 3/2 | 1/2 00
Ly— 5L +Ly | 0 2 7 1 10
3 T\ 0 -3/2 —13/2 | -5/2 0 1
1 1/2 3/2 | 12 0 0
Ly, — (1/4)Ly| 0 1 7/4 | 1/4 1/4 0
— \0 -3/2 —13/2 | -5/2 0 1
Ly — (—1/2)Ly + Ly 10 5/8 | 3/8 —1/80
L — (3/2) L+ L 01 7/4 | 1/4 1/4 0
3 2 o\No0 0 —-31/8 | —17/8 3/8 1
10548 | 3/8 —1/8 0
Ly — (=31/8)Ls| 0 1 7/4 | 1/4 1/4 0
00 1 | 17/31 —3/31 —8/31
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100 | 1/31 —2/31 5/31
01 0 | —22/31 13/31 14/31
001 | 17/31 -3/31 —8/31

L1 — (—5/8)L3 + L1
L2 e (—7/4)[/3 + L2

Rezulta ca
1/31 —2/31 5/31
At = —22/31 13/31 14/31
17/31 —=3/31 —-8/31
Exemplele 2.3.32. i) Inversa unei matrice diagonale este o matrice de acelasi tip.
intr—adevér, impartind fiecare linie din matricea (A|I,,) cu elementul a;; (daca a;; # 0), aflat
pe diagonala matricei A obtinem (I,,|A™!), deci A~! va avea pe diagonala principali elementele
1/a;; siin rest zero.
ii) Inversa unei matrice triunghiulare superior (inferior) avand 1 pe diagonala este o matrice
de acelasi tip.
Daca A este superior triunghiulara cu 1 pe diagonala principala, vor fi necesare doar acele
transformari ale matricei (A|7,,) ce produc zerouri deasupra diagonalei matricei A. Ele pastreaza
zerourile aflate sub diagonala si nu modifica elementele de pe diagonala, atat in matricea A,

cat si in I,,. Analog in cazul matricelor triunghiulare inferior.
2.3.3. Matrice cu blocuri.

Definitia 2.3.33. O matrice cu blocuri A este o matrice construita cu ajutorul altor
matrice de ordin mai mic numite blocuri sau submatrice ale lui A.

Sa consideram matricea A € M,,, ,(K), m > 2, n > 2 pe care o partitionam in p benzi
orizontale (o banda orizontala este formata din linii consecutive ale matricei A) si ¢ benzi
verticale (o banda verticala este formata din coloane consecutive ale matricei A). O matrice care
se afla la intersectia unei benzi orizontale cu o banda verticala se numeste bloc sau submatrice.

Notam blocurile cu A;; € My, p0/0(K), @ =1,p, j =1, ¢ si atunci matricea A se reprezinta sub

forma
All A12 RN Alq
A — A21 AQQ Ce qu
Ap | Ap | Ay
J=1q
Observatia 2.3.34. i) In matricea A blocurile A;1, Ass, . . . JAig, 1€ {1,2,...,p} au acelasi
numar de linii, iar blocurile Ay;, Asj, ..., Ay, 7 € {1,2,..., ¢} au acelagi numar de coloane.

ii) Blocurile de dimensiune (1,n) sunt liniile matricei M, cele de dimensiune (m, 1) sunt

coloanele matricei, iar cele de dimensiune (1, 1) sunt elementele matricei A.

Doua matrice partitionate la fel A = (Ay),_1; si B = (Bjj);—1; se pot aduna evident pe

?p
J=Lq j=Lgq

blocuri dupa regula
A+ B = (A + Byj)

i=Lp -

Jj=1lgq
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2.3. RANGUL UNEI MATRICE. TIPURI SPECIALE DE MATRICE

Fie A = (Ayj);—15 51 B = (Bji) j—1; doud matrice pentru care se poate efectua produsul A-B.

j=1lq k=1 L
Admitem ca pentru fiecare i = 1,p, j = 1,¢ si k = 1,7 numarul coloanelor din matricea A;; este
egal cu numarul de linii din matricea Bjj, deci se poate efectua produsul A;;Bj;. Se verifica
prin calcul direct ca produsul AB se obtine dupa regula cunoscuta a Inmultirii matricelor pe

elemente

J=1

(=

k=

—_

,T

Exemplul 2.3.35. Sa se determine inversa matricei cu blocuri M de forma:

w1 )

stiind ca matricele A si B sunt patratice (pot fi de dimensiuni diferite) inversabile.

A1 0
-1_
()

verifica relatiile MMt = MM = 1.

Se verifica imediat ca matricea

Exemplul 2.3.36. Fie M € M,,(K),
A B
=& 5)
unde A € M,(K), D € M, K), p+ g = n. Daca A € GL,(K), urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) M € GL,(K);
i) D— CA'B € GL,(K).
Cand M € GL,(K) sa se arate ca:
Ml A7 (I,+ BSCA™') —-A"'BS
—SCA™! S
unde S = (D — CA™'B) "
)= ii). Fie
L (EF
M _<GH>

(24) AE+BG=1, AF+BH=0

Deoarece MM~ = I, rezulta:

(25) CE+DG=0, F+DH=1I,

Pentru a afla M~! trebuie sa determinam submatricele E, F, G, H. Tnmul@im la stanga relatiile
(24) cu A7 i gisim
(26) E=A"'-A"'BG, F=-A"'BH
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2. CALCUL MATRICEAL

Inlocuind E, F din (26) in (25) obtinem
(27) CA'+(D-CAT'B)G=0

(28) (D-CA'B)H =1,

Din relatia (28) rezulta cd matricea D — C' A™! B este inversabila si
(29) H=(D-cA'B) =5

Din (27) deducem atunci:

(30) G=—(D-CA'B) CA' = -5CA™".
Inlocuind H, G obtinute in (26) gisim

E=A"(I,+B(D-CA™'B)" CA™') = A"\ (I, + BSCA™),

31
(31 F=—A"B(D-CA'B)™ = -A"'BS.

ii)= i). Dacd D — CA™' B este inversabild, se poate construi matricea N =

Seles

E
G
unde E, F,G, H sunt date de (31), (30) si (29). Se constata prin calcul direct ca MN =
deci M € GL,(K).

)

2.4. Sisteme de ecuatii algebrice liniare

2.4.1. Sisteme de m ecuatii cu n necunoscute.

Definitia 2.4.1. Un sistem algebric liniar de m ecuatii cu n necunoscute este un ansam-
blu de m relatii de forma

1171 + a12%2 + ... + a1, T, = by,
2171 + A20%2 + ... + G2 Ty = o,

(32)

sau sub forma condensata:

(33) Z ;L5 = bi7 =1, m,
j=1

unde a;j, by € K, i = 1,m, j = 1,n, sunt date, iar x;, j = 1,n sunt necunoscutele sistermulus.

Matricea A = (a;;)

sau simplu, matricea sistemului, iar

=T j=Tn € M, (K) se numeste matricea coeficientilor sistemului

b

B=| "
b

se numegte matricea coloana a termenilor liberi.
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2.4. SISTEME DE ECUATII ALGEBRICE LINIARE

Daca notam prin
1

X=| "™

Tn
matricea coloana a necunoscutelor, sistemul (32) se scrie sub forma matriceala

(34) AX = B.
Matricea (A|B) se numeste matricea extinsa a sistemului.

Definitia 2.4.2. Se numeste solutie a sistemului (32) orice n-upld de elemente ale corpului
K, (a1,a9,...,a,) € K" care inlocuita in (32) verifica toate cele m ecuatii ale sistemului adica

au loc relatiile

n
Zaijaj = bz‘, Vi= 1,m.
=1

Sistemul (32) se numegte compatibil daca are cel putin o solutie gi incompatibil in caz
contrar. Un sistem compatibil care admite o singura solutie se numeste compatibil determi-
nat, iar daca admite mai multe solutii atunci spunem ca sistemul este compatibil nedeter-
minat.

Doua sisteme care au aceleasi solutii se numesc echivalente.

Teorema 2.4.3. Aplicarea de transformari elementare asupra liniilor matricei extinse a

sistemului (32), conduce la matrice extinse ale unor sisteme echivalente cu (32).

Demonstratie. Aratam ca daca se aplica pe rand o transformare elementara T;,7 = 1, 2, 3,
liniilor matricei extinse (A|B), sistemul atagat matricei transformate este echivalent cu sistemul
(32).

Transformarea Ty Inmulteste o linie a matricei (A|B) cu un scalar nenul o € K gi atunci

noul sistem este de forma

a11r1 + appxs + ...+ aT, = by

A1 X1 + AT + ...+ QnTy, = by,
care este evident echivalent cu sistemul (32).
Transformarea Ty schimba doua ecuatii intre ele, deci solutiile sistemului initial si al celui
transformat coincid.
Sistemul atagat matricei obtinute din (A|B) prin aplicarea unei transformari de tipul T
este de forma

a1 + 199 + ...+ ATy — b1

Am1T1 F Qoo + ... + QnTn = b
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2. CALCUL MATRICEAL

Este usor de vazut ca orice solutie a acestui sistem este si solutie a sistemului (32) si
reciproc. O

Fie r = rangA. Presupunem ca det (aij>ij:ﬁ # 0. Prin transformari elementare asupra

liniilor, matricea (A|B) poate fi adusa la forma

L0 ... 0 piry1r oo Pim | @

0 1 o 00 pary1 . pan |
(35) (P‘Q) = 0 0 o1 Pros1 --- Prn | qr

O 0 ... 0 0 ... 0 | @i

o 0 ... 0 O ... 0 | qm

Din Teorema 2.4.3 rezulta ca sistemul care are drept matrice extinsa matricea (P|Q), este
echivalent cu sistemul (32).
Daca r = m sistemul este compatibil. Pentru r < m din (35) deducem urmatoarea teorema

de compatibilitate.
Teorema 2.4.4. Sistemul (32) este compatibil daca si numai daca

(36) Gr1 =Grp2 = .. = ¢ = 0.

Daca sistemul este compatibil si » = n el are o singura solutie, adica este sistem compatibil

determinat, iar daca r < n el admite oo™~ solutii, adica este compatibil nedeterminat.

Teorema 2.4.5. (Teorema lui Kronecker-Cappelli) Sistemul (32) este compatibil daca

st numai daca rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse, adica

rang A = rang (A|B).

Teorema lui Kronecker-Cappelli ne ofera un mijloc simplu si rapid de a stabili daca un
sistem algebric liniar este compatibil sau nu, insa, in caz de compatibilitate, nu ne arata cum
se calculeaza solutiile sistemului. Un minor nenul de ordinul 7 al matricei A (r = rang(A)) se
numeste minor principal. Necunoscutele ai caror coeficienti intra in formarea acestui minor
se numesc necunoscute principale iar ecuatiile din care s-a format acest minor se numesc
ecuatii principale. Necunoscutele si ecuatiile care nu sunt principale se numesc necunos-
cute, respectiv ecuatii secundare. Minorii de ordinul » + 1 obtinuti prin bordarea minorului
principal cu elementele corespunzatoare ale coloanei termenilor liberi, precum si cu cele ale
uneia dintre liniile corespunzatoare unei ecuatii secundare se numesc minori caracteristici.
Pentru un sistem de m ecuatii, cu rangul matricei sistemului egal cu r, exista minori carac-
teristici numai daca m > r, iar numarul lor este m — r. Teorema precedenta se reformuleaza
astfel:

Teorema 2.4.6. (Teorema lui Rouché-Frobenius) Sistemul (32), cu r < m, este com-

patibil daca $i numai daca toti minorii caracteristici sunt egali cu zero. O
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2.4. SISTEME DE ECUATII ALGEBRICE LINIARE

In caz de compatibilitate, pentru rezolvarea sistemului se pastreaza ecuatiile principale in
care necunoscutele secundare se trec in membrul drept. Atribuim acestora din urma valori

arbitrare din K, apoi rezolvam sistemul anterior ales, obtinand toate solutiile sistemului (32).

Exemplul 2.4.7. Sa se rezolve sistemul:

a:1+23:2—2x3:1
—x1 + 329 + 223 = 3

8
45(]1 + T9 — 8(133 == _6

Matricea sistemului si matricea extinsa:

1 2 =2 1 2 =2 | 1
A=| -13 2 |, (AAB)=| -1 3 2 | 3
4 1 -8 4 1 -8 | -%
rang(A) = rang (A | B) = 2 deci sistemul este compatibil
1 2
dpy = 1 317 5,
necunoscutele principale sunt z; si xo iar x3 este necunoscuta secundara. Notam x3 = a.

Sistemul format cu ecuatiile principale este:

{x1+2x2:1+2a

(37) —x1 + 312 = 3 — 2«

si are solutia
~ 10a -3 4

T = ———, Io=—.

3 5

Aceste valori, Impreuna cu x3 = « verifica ecuatia secundara (a treia) si formeaza, pentru

a € R, multimea solutiilor sistemului dat.

O alta metoda utilizeaza transformari elementare asupra matricei extinse pentru a o aduce
la forma (35). Metoda aceasta se numegte metoda eliminarii (Gauss-Jordan) si o vom

exemplifica 1n cele ce urmeaza.

Exemplul 2.4.8. Sa se discute si, in caz de compatibilitate, sa se rezolve sistemul:

mzri+xo+a3=1
Ty t+mxs+r3=m
1 + Ty + mas = m?

unde m € R. Cu ajutorul transformarilor elementare, matricea extinsa a sistemului devine

succesiv:
m 1 1 | 1 1 m 1 | m
AB)=1 1 m 1 | m |Lie~L|m 1 1 | 1
1 1 m | m? 1 1 m | m?
1 m 1 | m
LE:LE__”ZLl (0 1l—m?> 1—m | 1-m?
3 i 0 1-m m-1 | m*—m

Se impun urmatoarele doua cazuri:
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2. CALCUL MATRICEAL

1. m = 1. In acest caz obtinem:

111 1
000 ] 0
00071 0

Sistemul este compatibil nedeterminat iar solutiile sale sunt:

r1=1—a—-p
(38) Ty = Qv
373:6, Q,BGR.

2. m # 1. In acest caz matricea se transforma in continuare dupa cum urmeaza:

1 m 1 m
L LI
SOl o tem 1| 14m
P im™® N0 1 1| —m
1 m 1 m
L2 — L3 0 1 —1 | —m
0 1+4m 1 | 1+m
1 0 14+m m + m?
Ll — Ll — ng O 1 _1 ; —m
Avem doua posibilitati:
2.1. Daca m = —2 obtinem
10 -1 | 2
01 -1 ] =2
00 0 | 1

si in acest caz sistemul este incompatibil.

2.2. Daca m # —2 aplicam in continuare transformarile elementare si obtinem:

10 14+m | m+m?

01 -1 | —m

00 2+m | (m+1)>
1 10 1+m | m+m?
L3—>2+ L3 01 —1 _m2
m (m+1)
00 1| e
m—+1
1 R—}
L1—>L1—(m+1>L3 0 (1) 8 | iQ
L2—>L2+L3 0 O 1 | (nzljf)z
m-+2

Rezulta ca sistemul este compatibil determinat iar solutia este:
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m—+1
T = ———
1 T?+2
(39) =
(m+1)?
T3 = )
3 m+ 2

In concluzie:

a) daca m € R\ {—2, 1} sistemul are solutie unica data de (39),

b) daca m = —2 sistemul este incompatibil,

¢) daca m = —1 sistemul este compatibil nedeterminat si solutiile sunt date de (38).

2.4.2. Sisteme Cramer.

Definitia 2.4.9. Un sistem algebric liniar in care r = m = n se numeste sistem Cramer.

Un astfel de sistem se scrie:

(40) Zaijxj = bz‘, 1= ]_,’I’L,
7=1

cu A =det(A) #0.

Teorema 2.4.10. Un sistem Cramer este compatibil determinat. Solutia sa este datd de

formulele lui Cramer:

(41)

det(A4;)
YT et (A)

unde matricea A; se obtine din matricea A prin inlocuirea coloanei j cu coloana termenilor

Y j:]‘7n7

liberi.

Demonstratie. Tntr—adevér, deoarece det A # 0, matricea A este inversabila. Din (34),
inmultind la stanga cu A~!, gdsim

1
det(A)

Daca avem in vedere definitia matricei A* gi formula (17) de dezvoltare a determinantului

X = A"lB = A*B

matricei A; dupa coloana j rezulta:

1 1
= ———(b1C; + boCo + -+ -+ 0,C) = det(A;), j=1,n.
Lj det(A)< 1075 + 02025 + -+ - + ;) det(A) et(4;), J n
O
Exemplul 2.4.11. Sa se rezolve sistemul:
2!E1 — X9 + T3 = 1
5E1+3ZE2—21‘3:9
—3x1 + 29 + 323 = —10.
2 -1 1
Calculam determinantul sistemului A =| 1 3 —2 | =34 # 0, deci sistemul este com-
-3 2 3

patibil, unic determinat. Apoi calculam urmatorii trei determinanti:
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1 -1 1 2 1 1 2 -1 1
Ap=| 9 3 —2|=68 A,=|1 9 —2|=34 A,=|1 3 9 |=
—-10 2 3 -3 —-10 3 -3 2 =10
—68.  Solutia sistemului este 13 = —2* =2, z, = Bay 1, x5 = By -2
. 1 A 9 2 A ) 3 A .

2.4.3. Sisteme omogene. Desi sistemele omogene de ecuatii liniare reprezinta un caz
particular al celor de m ecuatii cu n necunoscute, totusi, data fiind importanta lor, consacram
studiului lor un paragraf special.

Definitia 2.4.12. Un sistem liniar in care toti termenii liberi sunt nuli, b; =0, Vi =1, m,

se numeste sistem omogen.

El este de forma
a11T1 + a19T9 + ... + a1y, = O,
<42) 211 + 292 + ...+ A9n Ty — 0,

A1 T1 + AT + -+ + ATy, = 0,
sau

n
Zaijxj = O, 1= 1,m,
j=1

sau, matriceal,

(43) AX = 0.

Dupa cum se observa direct n-upla (z1, zs, ..., x,) = (0,0, ...0) este solutie a sistemului numita
solutie banala. Deci un sistem omogen este intotdeauna compatibil.
Utilizand rezultatele din paragrafele precedente putem formula urmatoarea teorema:

Teorema 2.4.13. Conditia necesarda si suficientd pentru ca un sistem omogen de ecuafii
lintare sa admita si solutii nebanale este ca r < n, adica rangul v al matricei sistemului sa fie
strict mai mic decat numarul n al necunoscutelor.

Corolarul 2.4.14. Daca numarul necunoscutelor unui sistem liniar omogen este egal cu

cel al ecuatiilor, atunci sistemul admite si solutii nebanale daca gi numai dacd det(A) = 0.

Observatia 2.4.15. Daca un sistem de ecuatii liniare omogene are numarul ecuatiilor strict

mai mic decat cel al necunoscutelor sistemul are solutii nenule.

Exemplul 2.4.16. Sa se stabileasca daca sistemul de ecuatii de mai jos admite solutii

nebanale si in caz afirmativ sa se determine aceste solutii:

mxi + g + T3 = 0
T1+MmMxg + T3 = 0
1+ 22 +mxsz =0,
m € R.
Folosind transformari elementare, ca gi in Exemplul 2.4.8 matricea sistemului devine:
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m 1 1
A= 1 m 1 | =10 1=m? 1—-m
1 1 m 0O 1-m m-—-1

1. Daca m = 1 obtinem

111
00 0],
000
deci sistemul admite si solutii nebanale:
T =—a—0

To =
r3=0, a,0€R.

2. Daca m # 1 continuam aplicarea transformarilor elementare ca in Exemplul 2.4.8 si

gasim
1 0 14+4m
01 -1 ,
00 24m
ceea ce impune discutia in alte doua cazuri:
2.1. Daca m = —2 se obtine matricea
10 -1
01 -1
00 O

deci sistemul admite si solutii nebanale: 1 =z =3 =0, o, 3 € R.
2.2. Daca m # —2 sistemul admite doar solutia nula.
In concluzie:
a) dacd m € R\ {—2,1} sistemul admite doar solutia banala,

b) daca m € {—2, 1} sistemul admite solutii nebanale.

2.5. Probleme propuse

Problema 2.5.1. Sa se determine matricea X din egalitatea:

1 =2 3 0 0 1

-5 0 4 +2X=11 -2 | -4 1 0

15 —1 5 4 -2 3

Problema 2.5.2. Sa se calculeze produsele de matrice:

1 1 3

1 2 3 Loz 2 5 2

11 2 1 4 .

1 -1 2 1 3 —9 1 -1 1 =2

-2 2 1

Problema 2.5.3. Fie polinomul P(X) = X3 —7X?+413X —5. Si se calculeze P(A) pentru

5 2 =3
A= 1 3 -1
2 2 -1
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Problema 2.5.4. Fie A, B € M,,(C) astfel incdt AB = BA. Sa se arate ca pentru orice
keN, k>1auloc

a) AF — BF = (A B) (AF' 4 AF2B 4+ AB*2 4 BR1).
b) (A+ B)* ZCJAJB’“ 7. unde A° = I,,.
7=0
Problema 2.5.5. Fie A € M(C) matrice nenula cu det(A) = 0.

a) Sa se arate ca exista un numar complex r, astfel incat
AF = r*=1 A pentru orice k = 1,2,3 .. ..
b) Si se calculeze (A + )", k € N.

Problema 2.5.6. O matrice A € M,,(C) se numeste involutiva dacid A? = I,,. O matrice

B € M,,(C) se numeste idempotentd dacd B? = B. Si se arate c:
a) Daca B este idempotentd, atunci 2B — I, este involutiva.

1
b) Daca A este involutiva, atunci 5 (A + I,,) este idempotenta.

s
T

Problema 2.5.7. Pentru o matrice A = (aw) € M,,(C) notam

Q. .

Tr(A) =

AM:

Il
( -

(077
(A

pe care o numim urma matricei A. Sa se arate ca

a) Tr(A+ B) =Tr(A)+ Tx(B), VA,B € ./\/ln(C),
) Tr(aA) =aTr(A), Va e, VA e M,(C),
c) Tr(AB) =Tr(BA), VA,B € M,(C),
) Tr(UAUY) = Tr(A), VA € M,(C), VU € GL,(C).

o

o,

Problema 2.5.8. Si se arate ca nu exista doua matrice A, B € M,,(C) astfel incat AB —
BA=1,.

Problema 2.5.9. Fie A € M,,(C) astfel incat AB = BA pentru orice B € M,,(C). Sa se
arate ca A = al,.

Problema 2.5.10. Fie A, B € M,,(C) astfel incit A+ B = AB. Demonstrati cd AB = BA.

Problema 2.5.11. Fie A, B € M,,(R) astfel incat A+ B = I,, si A> = A3. Demonstrati c&
a) AB = BA,
b) I, — AB i I, + AB sunt inversabile.

Problema 2.5.12. Fie A € M,,(C), n > 2 matrice nesingulara. Sa se arate ca
(A")" = (det A)" 2. A.
Care sunt matricele nesingulare pentru care (A*)" = A?
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/3 2008
Problema 2.5.13. S& se calculeze %

‘ DO | —
e
DO |

2
(Third Internet Mathematics Olympiad for Students, 2008)

Problema 2.5.14. Sa se gaseasca valoarea maxima a elementelor matricei

11 1)\°
A=1111 1 .
1 11
(First Team Internet Mathematics Olympiad for Students, 2010)

Problema 2.5.15. Fie A, B € M3(R) si B = <bij)ij:13 cub; =1,Vi,j=1,2,3. Se stie
ca detA =1, det(A + B) = 1. Sa se calculeze det(A + 2011B).
(Seventh Internet Mathematics Olympiad for Students, 2011)

Problema 2.5.16. Determinati rangurile matricelor:

oo
@) A=[316 2|, pAa=|.7 41
4 5 8 10 001 1
2 10 —-12 1 «Q I} 2 1
c) A=2 a -2 2|, d A=|a 26—-1 3 1 , o, 0 R
4 —1 20 5 a B B+3 28-1
Problema 2.5.17. Fie A € M3,(R), B € M33(R) doud matrice al caror produs este
8 2 =2 9 0
AB = 2 5 4 |.Demonstrati ca BA = ( 09 ) .
-2 4 5

Problema 2.5.18. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:
a) (A7)t =4, b (A)T=(AT),

1
¢c) (AB)"'=B71A"l, d) (M\A) = 1 A7 N #0.

Problema 2.5.19. Sa se determine inversele matricelor:

1 -1 2 1 -2 1 2 2 3
a) A= 3 2 1|, b A= 3 =5 2|, ¢ A= 1 =1 0 |,
-1 0 1 -3 —4 5 -1 2 «
1 0 0 ... 0 -1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 -1 a 1 0 0 O
d A=1| ... ... ... ... ... ... ]|, e A= 0 a 1 0 0 [, a€eR
o o0 o0 ... 1 -1 .
-1 -1 -1 ... -1 -1 0 0 O a 1
Problema 2.5.20. Sa se rezolve ecuatiile matriceale
1 1 1
) XA=B, A=| i -1 3 , B:(m 20 30),
-2 21 —1—1
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2. CALCUL MATRICEAL

1 11 2 11
DAX=B, A=|011]|, B=|120
0 01 0 11

Problema 2.5.21. Fie A = (a;;), ;_t5; € My(C) si fie A = (a55), ,_1;; matricea ale cirei

elemente sunt conjugatele elementelor matricei A. Sa se demonstreze ca

a) det(A) = det(A), b) det(A-A) = |det(A4)]* > 0.

— & Mn<C) astfel Tncat aij =

Problema 2.5.22. Se considera matricea A = (aij)ij:m

@ji, Vi,j =1,n. Sa se demonstreze ca det(A) € R.
Problema 2.5.23. Fie A, B € M,,(R) astfel incait AB = BA. Demonstrati ca
det(A* 4+ B%) > 0.
Problema 2.5.24. Fie A, B € M5(R). Atunci
(44) det(A + B) + det(A — B) = 2 (det(A) + det(B)) .
Reciproc, daca n > 2 si pentru orice A, B € M,,(R) are loc (44) atunci n = 2.

Problema 2.5.25. Sa se calculeze urmatorii determinanti:

1 1 1 a+b b+c c+a
a)|la b c|, b)|a+b¥ P+ A+a®|, abceC,
a2 bv* 2 A+ B+ A+ad
1 2 -1 4 -2 5 0 -1
3 1 4 -5 1 0 3 7
Dl o 1 1" D3 1 0 s
6 -5 4 —4 2 6 —4 1

Problema 2.5.26. Sa se calculeze determinantul:

Ot i W N
D O = W
O O U
S Ot

S O O Ot

0 0

(Internet Mathematics Olympiad Team Contest, 2008)

Problema 2.5.27. Sa se arate prin inductie matematica urmatoarea relatie:

1 1 o 1
ay a9 Ce (07%
Vay, ag,...,a,) =| a? a ... a2 | = I (a—aqy),
. 1<j<i<n
al™t ayt an!
ai,as,...,a, € C. (Determinant Vandermonde)
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Problema 2.5.28. Fie ay,as,...,a, € C si matricele:

1 i | 1 0 o ... O

ai as ... Qp —a, 1 o ... 0

V=| & d& ... a |, A= 0 —a, 1 0
ap™t oyt oL an ! 0 0 0 —a, 1

Sa se calculeze det(A), det(AV) si sa se deduca formula de recurenta pentru calculul determi-
nantului Vandermonde det(V).

Problema 2.5.29. Fie aq,as,...,a, € C si matricea
aq as ag ... Qp
G, Q1 Ay ... Qp_1
A= a1 a, a1 ... Qp_o
a9 as a4 ... aq

Sa se demonstreze cd det(A) = f (e1) f (e2) ... f (en), unde f(z) = a3 +asr +azz?+...+a,z"!

iar €1, €9, ..., €, sunt radacinile de ordin n ale unitatii (solutiile ecuatiei 2" = 1).

Problema 2.5.30. Fie M € M,,(K), matrice cu blocuri de forma
A B
u=(&5)
unde A € My(K), D € My(K), p+¢q = n. In ipoteza D € GL,(K), s& se demonstreze

echivalenta urmatoarelor afirmatii:
i) M € GL,(K),
ii) A— BD7'C € GL,(K).
Cand M este inversabila sa se arate ca:

vl T —~TBD!
~\ -p'cT D' (I,+CTBD™)

unde 7' = (A — BD~'C) .

aA BA
~A 5A

se arate ca dacd ad — 3y # 0, atunci B este nesingulara si in acest caz si se determine B~! in

functie de A1

Problema 2.5.31. Fie A € M,,(K) nesingulara gi B = ( ) cua,B,7,0 € K. Sa

Problema 2.5.32. Folosind partitionarea in blocuri de tip (2, 2) sa se arate ca urmatoarea

matrice este inversabila si sa se determine inversa ei.
1 20
M =

O = =
— s =N

11
1 2
10
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2. CALCUL MATRICEAL

Problema 2.5.33. Sa se calculeze determinantii urmatoarelor matrice cu blocuri:

a)P=<§i %) b)@=<5‘i f@) A.B.D € M, (K).

c) R= ( é g ) , A B,C,De M,(K), det(A) # 0 sau det(D) # 0.

Problema 2.5.34. Sa se rezolve urmatoarele sisteme liniare:

2SL’1+$2+563+$4 =1

a) 31’1 - 2.I2 — 5.7}3 + 4.1‘4 =—-30
T+ 3[L’2 + 2[E3 — 31’4 =17

Ty — Ty + T3 — Ty =2,

I1+l’2—$3+l’4:1
b) 2£1—I2+$3+3ZL’4:2
85(]1—1‘2+ZL’3+111’4:8,

3&71—1’24—1334—51’4:2 1’1—2$2+2$3+3$4:5
C) x1—2x2—x3—3x4:4 d) 2%1—3$2—4JI3+6$4:2
—2$1+5$2+ZE3—2Z‘4:8 —3I1+4$2+JZ3—6ZE4:5
—T1 + 29 + 21‘3 + 11[)34 = —20, T+ 21‘2 + 3%3 — 8ZE4 = —10.
Problema 2.5.35. Utilizand descompunerea in matrice bloc sa se rezolve urmatorul sistem.
12 10 0 O 1 4
2 1 50 0 0 X9 11
1 =130 0 O 3 | | O
-6 5 3 1 1 2 xg || 13
1 -3 21 -1 =2 x5 5
-9 7 11 2 1 X 10

Problema 2.5.36. Sa se discute dupa parametrii reali m,n € R urmatoarele sisteme:

5%1 — 3.’152 —+ 233‘3 —+ 4274 =3
41’1 — 2I2 + 31’3 + 7%’4 =1
81’1—61‘2—1’3—51’4:9
Txy — 3x9 + T3+ 1724 = M),

mx1+ o +1x3 =4
b)  (m+ 1)z 4+ (n+1)ae + 223 =7
1’1+2’RI2+$3:4.

Problema 2.5.37. Sa se rezolve urmatoarele sisteme omogene:

[L’1+2$2+4ZE3—3JI4:0 Z‘1+4$2+$3—2ZE4:0
a) 3x1+ dxy + 623 — 42y =0 ) 201 — Dy —4a3+ 224 =0
31’1 + 81’2 + 24[[‘3 - 191‘4 =0 5]71 + 31’2 - 31‘3 + 41‘4 =0
4x1 4 bry — 223 + 34 = 0, 2x1 + maxy — 223 =0, m € R.

Problema 2.5.38. Sa se determine toate solutiile sistemului

Ty + T2 = YTy

T+ T3 = Yo

To + T4 = Y3

T3+ Ts = YTy

Ty + 31 =Yyxs, y €ER.
(Fourth Internet Mathematics Olympiad for Students, 2009)
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CAPITOLUL 3

Spatii vectoriale. Spatii euclidiene

3.1. Definitie si exemple

Notiunea de spatiu vectorial reprezinta una dintre cele mai importante structuri algebrice,
cu numeroase aplicatii in diferite ramuri ale matematicii.

Fie V o multime nevida si K un corp comutativ, K = R sau K = C.

Definitia 3.1.1. O aplicatie ¢: VXV — 'V, definita prin (z,y) — o(z,y) € V, se numeste
lege de compozitie (interna) sau operatie algebrica pe V.

Definitia 3.1.2. O aplicatie f: KxV — V, definita prin («, z) — f(a,x) € V, se numeste

lege de compozitie externa pe V.

Observatia 3.1.3. De obicei, pentru legile de compozitie se utilizeaza notatiile ®, ®, *, o,
L, T, ete.

Definitia 3.1.4. O multime nevida V, inzestrata cu doua legi de compozitie, una internd,
+: VXV =V gialta externa -: KxV — V se numeste spatiu vectorial peste K (pe scurt,

K-spatiu vectorial), daca sunt indeplinite axiomele:

L. (V,+) este grup abelian, adica :
a) (z+y)+z=a+(y+2), Vo,y,z € V;
b) 30y € V astfel incait x +0y =0y +x =z, Vz €V,
c) Ve €V, I(—x) € V astfel incit v + (—x) = (—z) + = = Oy;
d)z+y=y+az Vr,yevV;
11
Ja-(z4+y)=a-z4+a-y, VaeK, Vr,y €V,
J(a+B) z=a-x+0 -z, Vo,f €K, YVx €V,
Ja-(B-z)=(af) -z, Vo, €K, Yx €V,
Y1-z=x, Yo €V, 1 fiind elementul unitate din corpul K.

2.0 o

Elementele corpului K se numesc scalari, elementele din V se numesc vectori, iar legea de
compozitie externa se numeste inmulfirea scalarilor cu vectori. In cazul in care K = R, V se
numeste spatiu vectorial real, iar daca K = C, atunci V se numeste spatiu vectorial complez.

Observatia 3.1.5. A nu se face confuzie intre notatiile ,+” si ,,-” de pe V cu notatiile ,,+”

si " de pe K.
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3. SPATII VECTORIALE. SPATII EUCLIDIENE

Propozitia 3.1.6. Intr-un K-spatiu vectorial au loc proprietatile:

) (a=p)-z=a-xz—0 -y, Va,B €K, Vz €V
Qa-(z—y)=a-zx—a-y, YaeK, Vz,y €V,
3)0-x =0y, Yx €V,

4)04'0\/:0\/, Ve eV;

5) (—a)-x=a-(—x)=—a-z, Va €K, Yz eV,
6) daca a- x = Oy, atunci a =0 sau z = Oy.

unde 0 din proprietatea 3 este elementul neutru din K.

Demonstratie.

Avem a-x = (a—fF+0)-x=(a—fF)-x+ [ -z,deunderezulta a-z — -z = (a — ) -«
Q) Avema-x=a-(r—y+y)=a-(r—y)+a-y,deunde rezulta -z — -y = a- (r —y).
3) In 1), se considers a = .

4) In 2), se ia y = «.

5)(—a) - z=0—-a) - 2=0-2—a-z=0y—a-z=—a-x. O

Exemplele 3.1.7. 1) (K, +, -) este spatiu vectorial peste el insusi cu operatiile corpului K.

2) Multimea K" = K X K x -+ x K = {(21,22,...,2,) |2; € K,i = 1,n} , unde K este
un corp comutativ, este un K-spatiu vectorial, numit spatiul aritmetic, in raport cu legile de
compozitie:

VaeK, Ve,y e K", = (x1,22,...,20), Y= (Y1,Y2,- -, Yn),

+ K"xK" K" z4+y=(x1+y1,T2+ Y2y -, Tn + Yn);
KXK' - K" a-x=(ax;,ary, -, qx,).

3) Multimea matricelor M,, ,(K) este un K-spatiu vectorial in raport cu operatiile:

A+ B = (aij + bij)i—tm, VA= (aij)i—17m, B = (bij) it € M n(K)
ij=ln 7j=1 j= 1

a- A= (aaij)izl,mv VA= (azj> i=1,m é 7~/\/lm ( ) Va

Jj=1n Jj=Ln

4) Multimea R[X]<,, = {P € R[X]|grad P < n} este un R-spatiu vectorial in raport cu
operatiile de adunare a polinoamelor si iInmultire a polinoamelor cu scalari.

5) Multimea solutiilor unui sistem liniar i omogen formeaza un spatiu vectorial peste corpul
K al coeficientilor acestui sistem. Solutiile unui sistem de m ecuatii si n necunoscute pot fi
privite ca elemente din K" si se aduna, respectiv se inmultesc cu scalari respectand operatiile

definite pe K", iar rezultatele operatiilor sunt tot solutii ale sistemului.

3.2. Subspatii vectoriale

Fie V un K-spatiu vectorial si W C V o submultime nevida.

Definitia 3.2.1. W se numeste subspatiu vectorial al lui V daca operatiile algebrice de

pe V induc pe W o structura de K-spatiu vectorial.
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3.2. SUBSPATII VECTORIALE

Propozitia 3.2.2. Daca W este o submultime nevida a K-spatiului vectorial V, atunci
urmatoarele afirmatic sunt echivalente:
1) W este subspatiul vectorial in V;
2Q)Ve,ye W, VaeK rezulta v +y € W i a-x € W;
) Ve, y e W, Va,B €K rezulta -z + -y € W.
Demonstratie.
1) = 2) Evident.
2)=3)Fier,yc Wsia,f €K Din2), rezulta a-z,0-ye Wgia-z+ -y € W.
3)=1)Seiaa=1, 5= —11n 3) sise obtine z —y € W, deci W este subgrup in (V, +).
Se ia # = 0 in 3) si se obtine ca pentru Vo € K, Vo € W avem « -z € W. Deci W este
subspatiu in V. |

Exemplele 3.2.3. 1) Multimea {Oy} C V este un subspatiu in V, numit subspatiul nul
al lui V. De asemenea V este un subspatiu vectorial in V; {Oy} si V se numesc subspatii

improprii. Orice alt subspatiu al lui V se numeste subspatiu propriu.

2) Multimea R[X]|<, = {P € R[X]|grad P < n} este un subspatiu vectorial al spatiului

vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali.

3) Submultimea W = {(x1,22)|3z1 — 5zy = 0} este un subspatiu vectorial al spatiului
aritmetic R2.

0 T
4) Submultimea W = 0 0| |z,y,2 € R} este un subspatiu vectorial in R-spatiul
r+y =z

vectorial M3 4(R).

5) In spatiul aritmetic R3, dreptele si planele care contin originea sunt subspatii vectoriale.

6) Fie V un spatiu vectorial. Daca W este o submultime a lui V care nu contine vectorul

nul Oy, atunci W nu poate fi subspatiu vectorial.

Definitia 3.2.4. Fie K-spatiu vectorial V st Vi, Vo doua subspatit vectoriale ale lui V.
Multimea V1 4+ Vo = {z € V| = 21 + 29,21 € V1,29 € V3} se numeste suma subspatiilor
Vl §Z Vg.

Propozitia 3.2.5. Fie K-spatiul vectorial V si V1, Vo doua subspatii vectoriale ale lui'V.

Atunci:
a) Vi NV, este subspatiu in V; b) Vi + V, este subspafiv in V.

Demonstratie.
a) Fie o, f € Kgi x,y € Vi NV, Atunci z,y € V; si 2,y € Va.
Cum V; si V5 sunt subspatii, rezulta ca a-x + G-y € Visia-x+ G-y € Vy, deci
a-r+0-yeVi NV,
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b) Fie a, 8 € K si z,y € V; + V,. Atunci exista x1,y; € Vi, 29,y € Vs astfel incat
r=x1+ 2281 Y = Y1+ Yo

Astfel a 2+ 8-y = a-(x1+32)+ 8- (g1 +y2) = (-2, +F-11) + (a- 22+ - 15). Intrucat V,
si Vy sunt subspatii, a-x1+3-y1 € Visia-xo+ 8-y € Vo. Agadar, a-x+ -y € Vi + Vo,
de unde rezulta ca V; + V, este un subspatiu vectorial in V. O

Observatia 3.2.6. Submultimea V; UV, C V nu este, in general, un subspatiu vectorial.

Propozitia 3.2.7. Fie V| si Vo doua subspatii vectoriale ale K-spatiului vectorial V gsi
V = V1 + V,. Orice vector din 'V se scrie in mod unic ca suma dintre un vector din Vi si un
vector din Vo daca si numai dacd V1N Vg = {0y }.

Demonstratie. Presupunem ca V; NV, # {0y}, deci exista y € V; N Vy, y # 0y. Fie
T =1+ x9, 11 € Vi,29 € Vy. Putem scriesi x = (z14+y) + (r2 —y), 1 +y € V1,29 —y € Vo,
ceea ce contrazice unicitatea scrierii lui z, contradictie care provine din faptul ca am presupus
ca Vi NV, # {0y}

Reciproc, presupunem ca exista un vector x € V care admite doua scrieri x = xy + 22 si
x =23+ x4,21,23 € Vi, 29,24 € Vo. Rezultd cad x1 — 23 = x4 — 29 € Vi NVy = {0y}, de unde
rezulta contradictia. O

Pe baza acestei propozitii se introduce urmatoarea:

Definitia 3.2.8. Fie V; gi Vo doud subspatii vectoriale ale lui V, V1NV, = {0y}. Suma
V1 + V, se numeste suma directa si se noteaza Vi @ V.
In plus, daca V1 ® Vo =V, atunci V, si Vy se numesc subspatii suplementare .

Exemplul 3.2.9. Orice functie f: (—a,a) — R este suma dintre o functie para si una
impara:
1

f(@) = 51 + F=2)] + 51f@) — f(-2)), Yz € (—aa)

In plus, singura functie para si impara este functia zero. Asadar, subspatiul functiilor pare
si subspatiul functiilor impare sunt suplementare.

Definitia 3.2.10. Fie V un K-spafiu vectorial si S = {x1,x2,...,2,} C V o submulfi-

me nevida a lui V. Un vector de forma oy - x1 + Qg -0+ -+ ay - x,, o € K, x; € 5,

i = 1,n se numeste combinatie liniara finita de elemente din S. Se noteaza cu Span(S) =

i=1
coeficienti din K.

o, €K €8,1=1, n} multimea tuturor combinatiilor liniare de vectori din S, cu

Propozitia 3.2.11. Span(S) este subspatiu vectorial in V.
Demonstratle Fle A€ Ksix,y € Span(S). Exista «y, 3; € K, i = 1,n astfel incat
T = Zaz x;8ly = Zﬁ z;. Atunci Az + py = > (Aa; + pfB)x; st cum Ay + pf; € K,

i=1 i=1
= 1,n, rezulta ca Span(S) este subspatiu in V. o
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Definitia 3.2.12. Span(S) se numeste subspatiul generat de S sau acoperirea liniard a
lui S.

Observatiile 3.2.13. 1) Daca S este multimea vida, atunci Span(S) = {0y }.
2) V; + V5, = Span(V; U V,).
3) Span(S) coincide cu intersectia tuturor subspatiilor lui V ce contin pe S.
4) Diferite submultimi de vectori din V pot genera acelagi subspatiu vectorial. De exemplu,
multimile
X X? X"
17207 pl

genereaza spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n.

{1, X, X% ..., X"}, {1 } 11-X,1-X)%...,(1-X)"}

Exemplul 3.2.14. Se considera subspatiile vectoriale V; si Vy generate de vectorii wy =
(1;5), wy = (—1; —10), w3z = (3;15), respectiv u; = (—1; —4), ug = (—1;2), uz = (2;0). Sa se
determine subspatiile V; 4+ V5 si Vi N'V,.

intr—adevér, deoarece Vi + V, = Span(V; U V), rezulta ca orice v € V; + V, se scrie sub
forma v = ki - wy + ko - wo + k3 - w3 + kg - up + k5 - us + kg - us. Subspatiul V; NV, este format
din vectorii pentru care ay - wy + g - Wy + a3 - w3 = [ - ug + By - ug + B4 - ug, relatie echivalenta

cu sistemul
a1 — 20 + 30z = — 3, — By + 234
50&1 — 10@2 + 15063 = —461 + 262

Rangul matricei sistemului este 1, deci compatibilitatea este asigurata de anularea minorului
caracteristic 3, + 73, — 1085 = 0.

Se gaseste 8, = —TA+ 10y, By = A, B35 = p, A\, u € R. Asadar, vectorii din V; NV, sunt de
forma (—7X + 10p)uy + Aug + pug = (6A — 8, 30\ — 40p).

Fie V un K-spatiu vectorial i S = {x1,z9,...,2,} C V.

Definitia 3.2.15. 1) Sistemul de vectori S se numegte liniar independent sau liber
dacad egalitatea oy - v + g - Ty + -+ - x, = Oy, oy € K, ¢ = 1,n are loc numai dacd
ap =y ="---=q, =0.

2) Sistemul de vectori S se numegte liniar dependent sau legat daca erista «; € K,

1= 1,n, nu tofi nuli, astfel incat oy -1 + Qg - 29+ -+ + ay, - x, = Oy.

Exemplele 3.2.16. 1) S = {0y} este liniar dependent, deoarece exista egalitatea 1-0y = Oy
sil#0.

2) S ={x}, r € V, x # Oy este liniar independent deoarece din « - x = Oy, = # Oy rezulta
a=0.

3) In spatiul vectorial real aritmetic R”, multimea de vectori S = {ej,es,...,e,}, unde
er = (1;0;0;...;0),e5 = (0;1;0;...;0),...,e, = (0;0;...0; 1) este liniar independenta.
intr—adevér, din egalitatea
ap-ept+ag-egt -+ ay ey = 0Opn,
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rezulta (o, ag, ..., a,) = (0;0;...;0), deci 0y =g =+ = a,, = 0.

4. Fie fi(t) = ¢!, fo(t) = ¢! i f3(t) = sht. Intrucat in spatiul vectorial al functiilor
reale are loc egalitatea fi(t) — fa(t) — 2f3(t) = 0, rezulta ca multimea {f1, fo, f3} este liniar

independenta.

Propozitia 3.2.17. Fie K-spatiul vectorial V si submulfimea S = {x1,xs,...,2,} C V.

1) Daca Oy € S, atunci S este liniar dependent.

2) Daca S este liniar independent, atunci x; # Oy, i = 1, n.

3) Daca S este liniar dependent, atunci oricare ar fi S C 'V, S C S', rezulta ca S" este
liniar dependent.

4) Daca S este liniar independent, atunci oricare ar fi 8" C S, S” este liniar independent.

Demonstratie.

1) Fie z,, = Oy € S. Are loc egalitatea 0-x; +0- 29 4+ --- 4+ 1 -0y = Oy, care nu are toti
coeficientii nuli, deci S este liniar dependent.

2) Daca z; = Oy € S, atunci S e liniar dependent, contradictie.

3) S fiind liniar dependent, rezulta ca exista «; € K, ¢ = I, n, nu toti nuli astfel incat

(45) a1+ ay -2, = Oy

Presupunem ca S’ = {x1,%9, ..., Tp, Tni1,---,Tm}, m > n. Relatia (45) poate fi scrisa sub
forma oy -1+ +a, -2, +0- 2,1+ -+ 0z, = 0y, care este o combinatie liniara nula,
ce nu are toti coeficientii nuli. Deci S’ este liniar dependent.

4) Presupunem prin reducere la absurd ca S” este liniar dependent. Din 3), rezulta ca S
este liniar dependent, contradictie. Prin urmare, S” este liniar independent. |

Observatia 3.2.18. Daca anularea unei combinatii liniare finite, formata cu vectorii
r1,%2,...,T, € VYV permite exprimarea unui vector in functie de ceilalti, atunci vectorii

1, %, ..., T, sunt liniar dependenti. In caz contrar, vectorii sunt liniar independent;i.

Definitia 3.2.19. Numarul mazim de vectori liniar independenti din S, S C 'V, se numeste

dimensiunea sau rangul [ui S.
Fie V un K-spatiu vectorial i S = {x1,2z9,...,2,} C V.

Definitia 3.2.20. S se numeste sistem de generatori pentru 'V daca orice vector x € V
se exprimd ca o combinatie liniard de vectori din S, adicd existd o; € K, i = 1,n astfel incat
r=oa1-T1+oay o+ -+, T, In acest caz, spatiul vectorial V se numeste finit generat .

Observatia 3.2.21. Daca V este generat de S, atunci V = Span(.5).

Exemplele 3.2.22. 1) In R-spatiul aritmetic R2, multimea S = {(1;1),(0;1)} este un
sistem de generatori, deoarece orice x = (x1,z2) € Ry se scrie sub forma z = a-(1;1)+3-(0; 1).

1 =« O =T
unde

Intr-adevar, ultima egalitate este echivalenti cu
’ & To = a+ 3, B =x9 — 1.
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2) In spatiul vectorial real M;(R), multimea

s={(5 0)mremju{(t 5)

. . . . a b
este un sistem de generatori, deoarece orice matrice A =

d
a b 0 0
A (50 (0

Propozitia 3.2.23. Fie K-spatiul vectorial V gi S = {x1,z9,...,2,} C V un sistem de

c,dElR}

) € M5(R) se scrie sub forma

generatori. Urmdtoarele operalii transforma sistemul S intr-un nou sistem S’, care ramane
sistem de generatori pentru V:

1) schimbarea ordinii vectorilor din S;

2) inmultirea unui vector din S cu un scalar nenul;

3) addaugarea la un vector din S a unui alt vector din S inmultit cu un scalar nenul.

Teorema 3.2.24. (a schimbului) Fie V un K-spatiu vectorial, S = {uy,...,us} un sistem
liniar independent din'V §i S" = {v1,...,v,} un sistem de generatori pentru V. Atunci:
1) s < my

2) dupa o eventuald reindezare a vectorilor din S', sistemul
1
S" ={uy, .. Us, Vi1, ey U )
este tot un sistem de generatori pentru V.

Demonstratie. Inductie matematica dupa s.
Daca s = 1, atunci evident 1 < m. Deoarece V = Span(S’) rezultda ca 3 aq,...,a, € K
astfel incat uy = a; - vy + ... + @y, - V. Cum u; # Oy, se poate alege a; # 0 si atunci
V1 = afl cUp — aflaQ cUY — ... — aflam Uy, deci V = Span(ul,vg, ...,vm).
Presupunind afirmatia adevarata pentru s—1 si tinand cont ca S este sistem liniar independent,,
rezulta ca s — 1 < m gi ca exista o renumerotare a vectorilor vy, ...,v,, astfel incat V =

Span(uy, ..., Us_1, Vs, Vst 1, ---, U ) , deci exista by, ..., b, € K astfel incat
Us = bl Uy + ..+ b5,1 s Ug_1 + bsvs + ...+ bm *Um (*)

Daca s — 1 = m, atunci ug = by - ug + ... + bs_1 - us_1, contradictie cu faptul ca S este liniar
independent. Deci s —1 < m — 1, de unde s < m. Din (x) rezulta ca se poate alege bs # 0 si

atunci avem
-1 —1 -1 -1 -1
'Uszbs ~us—bs b1~u1—...—bs bs,l-us,l—bs bs+1'1}5+1—...—b5 bm‘Um
de unde rezulta ca V = Span(uy, ..., Us, Vsi1, - - -, Um)-

Observatia 3.2.25. Conform afirmatiei 1), intr-un spatiu vectorial finit generat, orice
sistem de vectori liniar independent are mai putine elemente decat orice sistem de generatori.
Conform afirmatiei 2), se pot inlocui in orice sistem de generatori unul sau mai multi vectori
cu altii, liniar independenti, fara ca proprietatea de a fi sistem de generatori a sistemului sa fie
afectata.
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3.3. Baza si dimensiune
Fie V un K-spatiu vectorial.

Definitia 3.3.1. Un sistem de vectori B C 'V se numeste baza in 'V daca:

1) B este liniar independent; 2) B este sistem de generatori pentru V.

Exemplele 3.3.2. 1) In spatiul aritmetic K", multimea B = {e1,€9,...,€e,}, unde
e1r=(1;0;...50),e2 = (0;1;0;...50),...,e, = (0;0;...;0; 1) este o baza, numita baza canonica.

2) In spatiul real al polinoamelor de grad cel mult n, R[X]<,, multimea
B={1,X,X%...,X"}
este baza.
3) In spatiul vectorial al matricelor de tip (m,n), My, »(K), multimea
B ={FE, FEia,...,Em}
L (k1) = (i,])

0, 1n rest.

1,m
1,n

este o baza, unde E;; = (ay),_15, are elementele aj; = {
=

Definitia 3.3.3. Un spatiu vectorial V se numeste finit dimensional daca admite o baza

finita, in caz contrar se numeste infinit dimensional.

Propozitia 3.3.4. Oricare doua baze dintr-un K-spatiu vectorial finit generat au acelasi

numdr de elemente.

Demonstratie. Fie By = {uy,...,u,} si By = {v1,...,v,,} doud baze in V. Se aplica de
doua ori teorema schimbului. B; fiind liniar independent si B, fiind sistem de generatori pentru
V, rezulta ca n < m. Pe de alta parte, By este si sistem de generatori pentru V, iar By este si
sistem liniar independent, deci n > m. In final, n = m. O

Definitia 3.3.5. Numarul de vectori dintr-o baza se numeste dimensiune a spatiului vec-

torial st se noteaza cu dimg V.

Exemplele 3.3.6. 1) dimg R[X]<,, =n + 1.
2) dimg M, »,(K) =m - n.

Propozitia 3.3.7. Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional si B={x1,x2,...,Z,} 0
submulfime a sa. Atunci B este o baza in 'V dacd si numai dacd orice vector din V are o
exprimare unicd ca o combinatie liniara de vectori din B.

Demonstratie. Daca B este o baza, atunci B este sistem de generatori pentru V. Rezulta

ca orice vector x € V se scrie ca o combinatie liniara a vectorilor din B. Unicitatea reprezentarii

n n
lui x se arata astfel: daca z = Zai cxp sl o= Zﬁi ~x;, o B, € K 1 = 1,n, atunci
i=1 i=1

Z(O‘i — f3;) - x; = 0 si cum B este sistem liniar independent, se obtine o; = 3;, i = 1, n.

7
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Reciproc, din ipoteza, se deduce ca B este sistem de generatori pentru V. Pentru a arata

ca B este liniar independent, se considera combinatia liniara
Q1 T1+ Qo Ty + -+, - T, = Oy.

Dar Oy =0-214+0-29 +---+ 0-x,. Din unicitatea reprezentarii vectorului Oy, rezulta ca

ap =g =---=aq, = 0. Asadar, B este baza. |

Definitia 3.3.8. Fie V un K-spatiu vectorial, B = {z1,...,2,} 0 baza in V gi x € V,
T=o T+ +a, T, o €K, i =1n. Scalarii unici a, ..., o, se numesc coordonatele
vectorului x in baza B, iar functia bijectiva f:V — K", f(x)=(x1,22,...,2,) se numeste

sistem de coordonate pe V.

Propozitia 3.3.9. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n. Atunci:
1) orice sistem liniar independent are cel mult n vectori;

2) orice sistem liniar independent care are n vectori este bazd in V;

3) orice sistem de generatori ai lui V are cel putin n vectori;
)

4) orice sistem de generatori ai lui V care are n vectori este baza.

Teorema 3.3.10. (de existenta a bazei unui spatiu) Fie V un K-spatiu vectorial de

dimensiune n si S = {x1,xs,..., 2}, k < n o submultime a sa, liniar independentd. Atunci
exista vectorii {Tg11, ..., Tpyp} astfel incat multimea {x1, ..., Tpyp} sd formeze o baza, k+p =
n.

Altfel reformulat: O mulfime de vectori liniar independenti ai unui spatiu vectorial poate fi

completata pana la o baza a spatiului.

Demonstratie. FExista doua cazuri referitoare la sistemul de vectori liniar independenti
S ={x1,..., 2}

CAZUL 1. S este un sistem de generatori ai spatiului. Atunci Span(S) =V sgi rezulta ca S
formeaza o baza.

CAZUL 2. S nu este un sistem de generatori. Atunci exista zx,1 € V\ S astfel incat x,q nu
poate fi scris ca o combinatie liniara a vectorilor din S. Rezulta ca B = {x1,za, ..., T, Tri1}
este liniar independenta.

B se poate afla in unul dintre cazurile precedente; continuand procedeul, dupa un numaéar

finit de pasi, se ajunge la baza {x1,xa,..., Tk, Tty -« Thip}, K+ D =n. |

Teorema 3.3.11. (dimensiunii a lui Grassmann) Dacd Vi §i Vo sunt doud subspatii

vectoriale ale K-spatiului vectorial finit dimensional 'V, atunci
dimK Vl -+ dlmK VQ = dlmK(Vl + Vg) -+ dlmK(Vl N Vg)

Demonstratie. Notam dim (Vi) =7y gi dim (Vg) = ro.

Se considera baza B = {ej,...,e,} C Vi NV, a subspatiului Vi NV, Acesti vectori
sunt liniar independenti si, in plus, B C V;. Folosind teorema de existenta a bazei, ei pot
fi completati pana la o baza a subspatiului Vi, deci exista {yi,...,yx} C V; astfel incat
{y1,.- -, Yk, €1,...,€m} sa fie 0 baza in V.
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Dar B C Vg, deci existd {z1,...,2,} C Vy astfel incat {z1,...,2,,€1,...,€e,} sa fie o baza
in Vy. Cu notatiile precedente, avem ry = k 4+ m si ro = p + m.

Mai raméne de aratat ca {yi,...,Yk,€1,...,€m,21,...,2,} este o baza a subspatiului
Vi +V,.

Fie combinatia cyy; + -+ + apyr + 161 + -+ + Yl + B121 + - + 8,2, = 0. Avem
z=0x+ 4+ 0, €V t=ar-y1+ -t gyttt + Y, em €V, deci
2€V,2€V NVysit+2€V,+V,y Atunci z =601-e1+ -+ 0 - €m, 0; € K. Dar
z=0-z+- -+ B, 2z siseobtine 0y e+ -+ 0pep+ (=F1) 21+ A+ (=06,) 2 =

0, de unde 6y = -+ = 0, = ; = --- = B, = 0, deoarece vectorii {e1,...,em,21,...,2}
formeazi o bazd in V. In plus, {Y1,-- -, Yk, €1, .., €n} sunt vectori liniar independenti, deci
rezultd ca oy = -+ = a = 7, = -+ = 7,, = 0. Orice vector din subspatiile V; si Vy se

exprima liniar in raport cu vectorii bazei corespunzatoare si, mai mult, in raport cu vectorii

{yla--'7yk7€17'"7€m7217"'7zp}' o

In continuare se va lua in discutie modificarea coordonatelor unui vector la o schimbare
de baze. Pentru aceasta, se considera V un K-spatiu vectorial de dimensiune n gi By =
{ug,ug,...,u,}, By = {v1,v9,...,0,} baze in V. Orice vector din By se exprima in mod

n
unic in functie de vectorii bazei By, conform relatiilor v; = Z cji - uj, Vi = 1,n. Acest sistem
j=1

defineste o matrice patratica de ordin n, M = (¢;;) € M,,(K), ce reprezinta transpusa matricei

coeficientilor.
U1 (%1
n > U2 > U2 . o o 9. .. o
Notand By = |, By = .|, relatia de legatura dintre vectorii celor doua baze se
U, Un

reprezintd matriceal sub forma By = M7 - By.

Definitia 3.3.12. Matricea M, astfel determinata, se numeste matricea de trecere de
la baza By la baza Bs.

Teorema 3.3.13. (de schimbare a bazei) Daca M este matricea de trecere de la baza
Bi la baza By, iar Xp,, Xp, sunt vectorii coloand ai coordonatelor unui vector x € V in bazele

By, respectiv By, atunci Xp, = M~ X, .

Demonstratie. Fie By = {uy,ug, ..., u,}, Bo = {v1,v9,...,v,} cele doua baze. Vectorul
n n
x € V admite urmatoarele reprezentari in cele doua baze: x = Z -, Tespectiv o = Z B -v;.
=1 i=1
n n n n n
Atunci x = Zﬁi NVIES Zﬂi . Zcﬁ cu | = Z (Z ﬁicj,) - Nu;. Tinand cont ca
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1

n
reprezentarea lui  In baza B, este unicd, se poate scrie a; = Zﬁicﬁ, ¢ = 1,n, sau sub forma
i=1

matriceald Xp, = M Xg,, de unde Xpg, = M1 Xj,. O
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Observatia 3.3.14. Matricea de trecere M este inversabila.
intr—adevér, B, este sistem liniar independent, deci, din combinatia liniara aq-v1+- - -+, v, =

Oy, rezulta a; =0, Vi =1,n.
n n
Aceasta implicatie se poate reformula Z Q; - Z cji -u; | = Oy, care este echivalenta cu
i=1 j=1

n n n
Z( ozicjz) -u; = Oy si cum B; este liniar independent, rezulta sistemul Zaicﬁ = 0,
j=1 \i=1 i=1

Vi = 1,n. Acest sistem omogen admite numai solutia banala, deci trebuie ca determinantul

i=
sistemului sa fie nenul. Asadar, matricea M este inversabila.
3.4. Spatii euclidiene reale. Produs scalar

In acest paragraf, spatiul vectorial E va fi considerat peste corpul numerelor reale, K = R,
agadar definitiile si propozitiile din paragraful precedent raman valabile.

Definitia 3.4.1. O aplicatie g: E X E — R, g(z,y) = (x,y) cu proprietatile:

L (z,y) = (y,2), Y2,y €E;

I (z+ 2, y) = (z,y) + (¢, y), Va,2' € E;
I (ax,y) = alx,y), Vo,y € E, Va € R;
IV. (z,2) >0, Vz € E

se numeste produs scalar pe spatiul vectorial E.

Definitia 3.4.2. Spatiul vectorial real E pe care s-a definit un produs scalar se numeste
spatiu vectorial euclidian .

Propozitia 3.4.3. (Inegalitatea lui Cauchy-Schwarz-Buniakowski) Daca E este un
spatiu vectorial euclidian, atunci are loc inegalitatea

[z, )| < {z,2)(y,y),Vo,y € E

Demonstratie. Fie z,y € Esi A € R.
Din proprietatile produsului scalar rezulta ca (A\x +y, A\x +y) > 0, VX € R sau, echivalent,

(46) N{z,x) + 20z, y) + (y,9) >0, YAeR.

Se deosebesc doua cazuri:

CazuL 1. (z,z) = 0.

Relatia (46) este echivalenta cu 2X(z,y) + (y,y) > 0, VA € R, de unde rezulta (z,y) = 0 si
atunci [(z,y)| =0 < \/{(z,z)(y,y), Vz,y € E.

CazuL 2. (z,z) # 0.

Relatia (46) afirma ca polinomul de gradul doi in A din membrul stdng are semnul lui
(xz,x) pentru orice A € R, deci discriminantul A < 0, inegalitate echivalenta cu |(z,y)| <

(x,x){y,y), Y,y € E. m]

Observatia 3.4.4. Fie E un spatiu vectorial euclidian. Pentru orice pereche ordonata de
vectori (z,y) € E\ {Og} inegalitatea Cauchy - Schwarz - Buniakowski poate fi scrisa de forma:
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LGS 71 IR P it /IS
Il -yl =~ — el il —

Definitia 3.4.5. Fie E un spatiu liniar euclidian. Solutia unicd in intervalul [0, 7], notatd

——

(x,y), a ecuatiei
oW <Jf7y>
cos (z,y) = ————
]l - Nyl

se numegte unghiul neorientat al perechii ordonate (x,y) € E \ {Og}.

Definitia 3.4.6. Se numeste norma a unui vector x din spatiul euclidian E, numarul real
pozitiv || x| = +/(z,x).

Din modul de definire a produsului scalar, rezulta ca norma unui vector are urmatoarele
proprietati:
) llaz|| = |al|lz], Vo € E, Va € R;
) ||z|| = 0 < = = OF;
) [z, y)| < ||lz]l [|ly]l, Vz,y € E (inegalitatea lui Schwartz);
)z + 9yl < ||zl + llyll, Yz,y € E (inegalitatea lui Minkowski);
)zl = llylll < llz = yll, Yo,y € E;
) llzll < lle =yl + llyll, v,y € E.

a0 o

@

Definitia 3.4.7. Se numeste distanta pe spatiul vectorial real E, orice aplicatie

d: ExE — R, care are proprietatile:
a) d(z,y) =0 < z=y;
b) d(z,y) = d(y,x), Vz,y € E;
¢) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Va,y,z € E.
Observatia 3.4.8. Daca E este un spatiu euclidian, atunci aplicatia d: E x E — R
definita prin d(z,y) = ||z — y|| este o distantd, numitd distantd asociatd normei Iui E sau

distanta euclidiana.

Definitia 3.4.9. Doi vectori x, y din spatiul euclidian E se numesc ortogonali daca
(x,y) =0.

Observatia 3.4.10. In plan sau in spatiu notiunea de vectori ortogonali coincide cu cea

de vectori perpendiculari.
Din egalitatea ||z +y||*> = (x + v,z +y) = ||z||* + ||y||* + 2{x, y), rezultd: conditia necesara
si suficienta ca doi vectori x,y € E sa fie ortogonali este
lz +yl* = [l2]* + llyl>

Definitia 3.4.11. Fie E un spatiu euclidian de dimensiune finita n > 2. O baza B a lui
E, ai carei vectori sunt ortogonali doi cate doi se numeste baza ortogonala a lui E.

Agadar, baza B = {ej,e3,...,¢e,} a lui E este ortogonala daca si numai daca (e;,e;) = 0,
Vi<i<ji<n.
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Definitia 3.4.12. Fie E un spatiu euclidian de dimensiune finita n > 2. O baza ortogonala

B a lui E, ai carei vectori au toti norma egald cu 1, se numeste baza ortonormata a lui E.

Asadar, baza B = {ej, e,...,e,} a lui E este ortonormata daca si numai daca (e;, e;) = 0,
Vi<i<j<mnsi(e,e)=1V1<i<n.

y L, i=
Se noteaza (e;, ej) = d;; = {O, it
Observatia 3.4.13. Daca B = {ej,es,...,6,} este o baza ortogonala a lui E, atunci
B = { a , c2 . cn } este o baza ortonormata a lui E.
lex]l” [lez| len]]

Propozitia 3.4.14. In spatiul euclidian E, de dimensiune finita n, orice sistem de vectori

nenuli, ortogonali doi cate doi, este liniar independent.

Demonstratie. Fie S = {1, xs,...,2,} C E un sistem de vectori nenuli, ortogonali, adica
(x;,z;) = 0,Vi# j. Considerand combinatia liniara nula a vectorilor din S: ayz1+agzs+-- -+
anx, = O si Inmultind-o scalar, succesiv, cu xq, xa, . . ., T, se obtine (a;x1+- - -+ apx,, x;) =0,
Vi = 1,n, adica a;{x;,x;) = 0, Vi = 1,n, deci a; = 0, Vi = 1,n, ceea ce demonstreaza ca S
este sistem de vectori liniar independent. O

Definitia 3.4.15. Fie [E un spatiu vectorial si L1, Ly doud submultimi ale luilE. Ly, Ly se
numesc ortogonale daca orice vector din Ly este ortogonal pe orice vector din Ly. Se noteaza
Ly 1 Ls.

In particular, daca Ly = {x}, © # Og, atunci x L Ly daca x este ortogonal pe orice vector
din L.

Propozitia 3.4.16. Fie E un spatiu vectorial real. Fie I un subspatiu vectorial in E gi
B C L o baza a subspatiului. Atunci x L L < x 1 B.

Demonstratie. Fie B = {y1,...,ys} baza in L. Daca = L ]L atunci (x,y;) =0, V1 <i <
k

k. Pentru un vector oarecare z € L, z = Z ay; st (x, 2) Z aY) = Z a;{x,y;) = 0, deci
=1 =1

z L L. O

Corolarul 3.4.17. Fie E un spatiu vectorial si Ly, Ly doud subspatii ortogonale. Orice

vector al unei baze din subspatiul L, este ortogonal pe orice baza a subspatiului L.

Definitia 3.4.18. Fie E un spatiu euclidian silLi, Lo, ..., 1L, CE subspatii vectoriale. Fie
L=L;+Ly+---+L,,. L se numeste suma ortogonala de subspatii dacalL; L L;, Vi # j,

1,7 =1m.

Teorema 3.4.19. O suma ortogonala de subspatii nenule este intotdeauna suma directa si
se noteazaL=0L; L, ®---PL,,.

Demonstratie. Alegem in fiecare subspatiu IL; o baza ortonormata si consideram sistemul
de vectori formati din reuniunea bazelor subspatiilor IL;, 1 = 1, m.
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Orice x € L se exprima ca o combinatie liniara a acestor vectori. Ei sunt liniar independent,
fiind vectori nenuli ortogonali (Propozitia 3.4.14).
In continuare, teorema rezulta pe baza faptului ca reuniunea bazelor subspatiilor IL; este o

baza a spatiului L. O

Observatia 3.4.20. Daca E = L; ® Ly, ® --- @ LL,,,, atunci pentru z,y € E, rezulta
r=x14+To+ 4 Tym v €EL;siy=y1+y2+ -+ Ym, yi € L;. Atunci produsul scalar ia
forma <$ay> = <$’1,y1> + <$2,?J2> +oot <$m7ym>

Definitia 3.4.21. Fie L o submulfime nevida a unui spativ euclidian E. Multimea
{x € E|x L L} se numeste complementul ortogonal al lui L si se noteazd cu L*.

Definitia 3.4.22. Fie L. C E, B = {e1,...,es} C L o0 baza a subspatiului L gi = € E.
Vectorul y = Z(x, ei)e; se numegte proiectia lui x pe subspatiul I i se noteazd pry x.
i=1
Teorema 3.4.23. Un spatiu euclidian E este o suma directa dintre un subspatiu vectorial

al sau 1L si complementul ortogonal al acestuia L, adicdi E =1L @ L*.
Demonstratie. Fie B = {ej,es,...,e,} C L o baza ortonormata a subspatiului IL, z € E

siy = (z,e;)e; proiectia lui z pe L. Fie z = z — y. Deoarece
i=1
S

<Zay> = <$7y> - <y7y> = <$, Z<$7€i>ei>

i=1
S S
—<Z<£L’, ei>ei7 ZCE]" ej>€j>
i=1 j=1
S S S
= Z(l’, €i>2 - Z Z<$> 6,’><J,‘, €j>(5ij
i=1 i=1j=1
S S
- Z(xy 6i>2 - Z<J}, 6i>2 = 07
i=1 i=1
rezultd ca z € L*.
Exprimarea unici z = y + 2z aratd ca E=L @ IL*. O
Teorema 3.4.24. (de ortonormalizare a lui Gram-Schmidt) Fie o baza {x1, o, ..., 2, }
in spatiul euclidian E, de dimensiune n. Existd o bazd ortonormata {eq, es, ..., e,} a lui E astfel
incat sistemele de vectori {z1,xs,...,x,} si{e1, e, ..., e,} genereaza acelasi subspatiu U C E,
Vp=1,n.
Demonstratie. Mai intai se construieste o multime ortogonala {yi,ys,...,yn} si apoi
normam fiecare element. Se definesc vectorii
Y = T1;
o (o, 00
s Yi :
y,:x._ y.’ V]ZQ,TL
’ ! ; <yi7 yz> '
Vectorii 41, ya, ...,y astfel definiti, sunt ortogonali doi cate doi, deci, conform propozitiei

anterioare, sunt liniar independent;i.
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Yi

Definim vectorii e; = Tl Vi = 1,n si rezultd ca multimea {ey,es,...,€e,} reprezinta o
i
baza ortonormata in E.
Intrucat vectorii e1,€,...,6ep, se exprima in functie de xy, 2, ..., 7, iar aceste subsisteme
sunt liniar independente, rezulta Span(ey, es, ..., e,) = Span(zy, za,. .., Tp). O

Corolarul 3.4.25. Orice spatiu vectorial euclidian admite o baza ortonormata.

Observatiile 3.4.26. 1) Fie {e1,es,...,€,} 0 baza ortonormata in E si z,y € E.
n n
Atunci z = inei, y = Zyjej, de unde rezulta expresia produsului scalar intr-o baza

i=1 j=1
ortonormata

T,y) = Z ijyj<€i’ ej) = inyi =T1Y1 + ToYo + -+ + Tpln.
i=17=1 i=1

2) Fie By = {e1,e9,...,e,} si Bo ={f1, fa, ..., fu} doud baze ortonormate in spatiul euclid-

ian E. Relatiile intre elementele celor doua baze sunt date de f; = Z agjer, Vj = 1,n. Dar By
k=1
este ortonormata, deci

n n n
= (fi, [j) = Z Z agini(er, en) = D apia;,
k=1 h=1 k=1

relatie echivalenta cu scrierea matricealda ATA = I,,.
Prin urmare, daca A = (a;;)1<i j<n este matricea de trecere de la baza ortonormata B; la

baza ortonormata By, atunci AT A = I,,, adica A este o matrice ortogonala.

Exemplul 3.4.27. Se considera E = R? spatiul euclidian canonic si baza
B={z:=(L1L-1),2=3-1L-1),23=(0;-1;1)}.
Sa se determine baza ortonormata asociata.

Utilizand procedeul Gram-Schmidt, se construiegte mai intai o multime ortogonala {y1, y2, y3 }

formata din vectorii nenuli

Y1 =21 = (1; 1; —1)§
<$2ay1>

(Y1, 71)
(3, 41)

T3, Y1

3
Yo =12 — y =3 -15-1) = 211 -1) = (2, -2;0);

<$37 y2>
Y1 — 2
<y17 y1> <y37 y2>

—2 2 1
=(0;1;-1) = —(L;1;=1) = =(2,-2;0) = (=5 =5 = ) .
(’ Y ) 3 (7 Y ) 8(7 Y ) (6’ ’3>

Ys =T3 —

Vectorii

€3 =

(! I 1 1 Yo 11
61:Hy1|!:<f V3 f) 62:|!y2\|:<¢§’_\/§’0>’
Y3 <\/6

[[y3]] 6

formeaza o baza ortonormata.
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3.5. Probleme propuse

Problema 3.5.1. Fie a € R fixat. Sa se stabileasca daca legile de compozitie

P:RxR—-R, chby=x+y—a;
O:RXR—=R, a®z=azx+ (1—a)a,

determina o structura de spatiu vectorial real pe multimea R.

Problema 3.5.2. Sa se arate ca multimea (0, 00) este un spatiu vectorial real in raport cu
legile de compozitie
@: (0,00) x (0,00) — (0,00), z®y = xy;
®: R x (0,00) — (0,00), a ®x = z°.

Problema 3.5.3. Sa se arate ca multimea S = {(a — 208;a + 35;5) |a, B € R} este un
subspatiu vectorial al spatiului vectorial real R3. Determinati o baza in S, precum si dimg S.

Problema 3.5.4. Se considera multimea

L:{AGMQ,S(]R)‘A:<3 2 z>7x,y,u,Z€]R7x:y_’_Z}

a) Sa se arate ca L este un subspatiu vectorial al lui M 3(R).
b) Determinati o baza in L, precum si dimg L.

Problema 3.5.5. Se considera sistemul omogen

x1—2x2+3x3+x420
2]31—.7}2+I3—$4:0.

Sa se rezolve sistemul. Sa se arate ca multimea solutiilor sistemului este un subspatiu vectorial

in R4. Determinati o baza in subspatiul solutiilor sistemului.

Problema 3.5.6. In spatiul vectorial real FR) = {f|f: R — R} se considerd multimea
S ={f1, fay.--, fu}, unde fi(x) = %" i =1 n, a; € R, distincte. Sa se arate ca S este liniar

independenta.

Problema 3.5.7. Fie f € R[X]|<, un polinom de grad n. Sa se arate ca multimea

S={1 - f™},

unde f®) este derivata de ordinul k a polinomului f, este liniar independenta in spatiul vectorial
R[X]<, = {h € R[X]|grad h < n}.

Problema 3.5.8. Sa se arate ca sistemul de vectori {vq, v9, v3,v4} din spatiul vectorial real
R3, unde v; = (1;1;0), vy = (1;0;1), v3 = (0;1;1) si v4 = (1;1; 1) este liniar dependent.

Problema 3.5.9. In spatiul vectorial real R® se considers vectorii v, = (1;2;3),
ve = (2;3;1), v3 = (a+ 3;a + L, + 2), @« € R. Stiind ca vectorii vy, vy §i vg sunt liniar
dependenti, sa se determine «.
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Problema 3.5.10. Sa se stabileasca daca vectorul v = (4;—2;0;3) din spatiul vectorial
real R? este o combinatie liniard a vectorilor v; = (3;9;—4; —2), vy = (2;3;0; —1) si v =
(2;—-1;2;1).

Problema 3.5.11. Sa se determine baza din spatiul vectorial R? in raport cu care vectorii

up = (1;0;0), ug = (1;1;0), ug = (1;1; 1) au respectiv componentele usz, us, u;.

Problema 3.5.12. In R[X <2, spatiul vectorial al polinoamelor reale de grad cel mult 2, sa
se giseascd coordonatele polinomului p(x) = 322 —z+4 in raport cu baza B = {p;(z), pa(x), p3(z)},
unde py(z) = 22 — 1, po(x) = 22 + 1, p3(x) = 2% + 3.

Problema 3.5.13. In spatiul vectorial real R? se considers baza canonica
B = {e1 = (1;0;0),e2 = (0;1;0), e5 = (0;0; 1)}
si o alta baza B’ = {u; = (1;2;1),us = (1;—1;0),u3 = (3;1; —2)}. Sa se determine matricea

de trecere de la baza B la baza B, precum si coordonatele vectorului v = (2;3; —5) in baza B'.

Problema 3.5.14. In R[X]<,, spatiul vectorial al polinoamelor reale de grad cel mult n, se

considerd (-, -): R[X]<, x R[X]<, — R, data prin (p,q) = ) _(k!)*axby, pentru orice polinoame
k=0

Zax q(x be a;,b; €R, Vi,j =0

Sa se verlﬁce ca (-, > este un produs scalar gi sa se calculeze ||h||, unde h(z) = 1 + bz —
4a? + 62°.

Problema 3.5.15. Fie spatiul vectorial C°([1;¢]) = {f: [1,e] — R| f continua pe [1;¢]}.
Se definegte aplicatia (-, -): C°([1;¢€]) x C°([1,¢]) — R, data prin

(f,9) = /lef(a:)g(;v) mzdz.

a) Sa se arate ca (-, -) este un produs scalar.
b) Sa se calculeze ||h||, daca h(z) = /x.
c) S& se determine functia g € C°([1,¢]), g(z) = ax + b, ortogonala functiei f(x) = 5,
Vz e[l el
Problema 3.5.16. In spatiul R[X]<, se considers vectorii:
pi(x) =322 +20+1; po(x) = -2+ 22+ 1;
p3(z) =322 + 22 +5;  py(z) = 32* + 5z + 2.
Sa se determine un polinom p(x) echidistant vectorilor py, ps, ps si ps in raport cu distanta
euclidiana.

Problema 3.5.17. In R* se consideri vectorii ortogonali x = (1;0;1;3) siy = (—1;1;1;0).
Sa se completeze acesti vectori pana la o baza ortogonala.
Problema 3.5.18. In spatiul euclidian R? se considera

S:{IEER3|ZL‘:(I1,[E2,ZL‘3), fL‘l—l—,IQZO}.
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a) Sa se determine complementul siu ortogonal S*.

b) Sa se descompuna vectorul v = (1,4, 5) dupa cele doua subspatii.

Problema 3.5.19. In spatiul euclidian R?* se considera vectorii 1 = (1;3;0;2), xo =
(3;7;,—1;2) si 3 = (2;4; —1;0). Sa se afle complementul ortogonal al subspatiului generat de
acesti vectori.

Problema 3.5.20. Se consideri vectorul v = (1;0;1;1) € R* si S = Span({x1, z2, z3}),
unde =7 = (1;1;2;1), xo = (—1;0;2;3) si 3 = (1;2;—1;—-3). Sa se determine proiectia

ortogonala a lui v pe S, precum si complementul ortogonal al lui v relativ la S.

80



CAPITOLUL 4
Transformari liniare

Algebra liniara constituie cadrul matematic abstract pentru rezolvarea problemelor liniare
din diverse ramuri. Notiunile de baza sunt: spatiul vectorial si transformarea (operatorul,
aplicatia) liniara. Transformarile liniare definite In acest capitol sunt functii care au domeniul
de definitie si codomeniul spatii vectoriale, deci sunt "purtatoare” de informatie de la un spatiu
vectorial la altul.

In sectiunea 4.1 definim conceptul de transformare liniara pe spatii vectoriale finit dimen-
sionale, apoi introducem notiunile de monomorfism, epimorfism, izomorfism si endomorfism.
Sectiunea 4.2 este dedicata operatiilor cu transformari liniare, in sectiunea 4.3 ne ocupam
de proprietatile acestora, iar in sectiunea 4.4 introducem notiunile de nucleu si imagine pen-
tru transformari liniare. Aceste notiuni ne permit caracterizarea injectivitatii si surjectivitatii
unei transformari liniare. Izomorfismele de spatii vectoriale sunt studiate in sectiunea 4.5. In
sectiunea 4.6 atagam unei transformari liniare o matrice in raport cu perechea de baze din
cele doua spatii vectoriale pe care este definita si respectiv in care ia valori. Tipuri speciale
de transformari liniare, tipuri de endomorfisme pe spatii euclidiene, sunt studiate in sectiunea
4.7. In finalul capitolului propunem un set de probleme, aplicatii la Intregul material teoretic

prezentat anterior.

4.1. Definitia transformarii liniare

In acest capitol vom introduce functii ale caror variabile sunt elemente ale unui spatiu
vectorial de dimensiune finita, iar valorile lor sunt elemente ale unui alt spatiu vectorial finit
dimensional.

Fie V gi W doua liniare spatii vectoriale finit dimensionale, definite peste acelagi corp
comutativ K.

Definitia 4.1.1. O aplicatie T : V — W se numeste transformare liniara (operator
liniar, aplicatie liniara seu morfism de spatii liniare) daca satisface:

a) proprietatea de aditivitate
(47) Vu,v € V:T(u+v) =T (u) 4+ T(v);

b) proprietatea de omogeneitate

(48) Va € K,Vu € V: T(au) = o1 (u).

Definitia 4.1.2. O transformare liniara T se numeste monomorfism, epimorfism sau

izomorfism daca T este respectiv injectiva, surjectiva sau bijectiva.
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4. TRANSFORMARI LINIARE

Daca W =V atunci transformarea liniara T se numeste endomorfism. Un endomorfism

bijectiv se numeste automorfism.

Observatia 4.1.3. Daca in Definitia 4.1.1, a), inlocuim u = Oy gi v = Oy rezulta ca
(49) T(0y) = Ow,

unde Oy si respectiv Ow sunt vectorii nuli din K-spatiile vectoriale V si respectiv W . Conditia
(49) este doar o conditie necesara ca o transformare sa fie liniard. De aici rezultd ca daca
T'(0y) # Ow atunci 7" nu este liniara.

Prezentam teorema de caracterizare a transformarilor liniare.

Teorema 4.1.4. Conditia necesara si suficientd ca o transformare sa fie liniara este:
(50) Va € K,\Vu,v € V: T(au+v) = aT(u) + T(v).

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca T' este o transformare liniara. Conform
Definitiei 4.1.1

Va € K, Vu, vV : T(au+v) = T(au) + T(v) = oT (u) + T(v).

Suficienta. Consideram in (50) o = 1 i rezulta (47). Consideram in (50) v = Oy si folosind
Observatia 4.1.3 rezulta (48). o

Cu ajutorul inductiei matematice demonstram ca daca T este transformare liniara atunci

oricare ar fi u; € V si oricare ar fi o; € K, i = 1, n, are loc relatia
n n
i=1 i=1

Exemplele 4.1.5. 1. Fie R [z]_, spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de
grad cel mult doi. Demonstram ci aplicatia T : R (2] ., — R[z]|_,, definita prin [Tp] (z) =
xp/(z) pentru orice p € R [z]_, este o transformare liniard. Verificim conditia (50). Intr-adevir,
pentru Va € R, Vp,q € R[z]_,, Vo € R : [T(ap + q)] (v) = z(ap + ¢)'(z) = z(ap’ + ¢')(z) =
arp'(z) + xq¢'(x) = a[Tp] (z) + [Tq] (x).

2. Aplicatia T': R* — R3, definitd prin T(X) = (x1 + 1, 29, 71 + x2), VX = (21, 72) € R? nu
este o transformare liniara deoarece T'(Ogz2) # Ogs, Ogz = (0;0), conform Observatiei 4.1.3.

3. Fie A € M,,x»(R) o matrice fixata. Daca X € R", X = (xy,z9,...,z,) definim

n n n
T:R"—R"™T(X)= < Zalﬂz‘, Za%%, 7Zamz‘$z‘
i=1 i=1 i=1
T este o transformare liniara asociatd matricei A.
De exemplu, 7' : R? — R3, definitd prin T(X) = (11 + @9, 71 + 322, T2), VX = (11, 22) € R?
este transformarea liniara asociatd matricei
A=1]1 3

0 1
4. Fie V un K-spatiu vectorial i A € K, A fixat. Definim functia

T:V—-VVYueV:T(u) = Au.

Atunci Va € K,Vu,v € V: T(au+v) = Mau +v) = a(lu) + l = oT'(u) + T'(v).
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Pentru A = 0 obtinem 7" = 0.(y) numita transformarea nula a lui V.

Pentru A = 1 obtinem T' = id vy numita transformarea identitate a lui V.

Pentru A € K endomorfismele T definite mai sus se numesc omotetii de raport A ale lui
V.

5. Fie V un K-spatiu vectorial si Vi, V5 doua subspatii vectoriale ale lui V astfel incat
V = V; & V,. Atunci orice vector u € V se descompune in mod unic sub forma u = u; + uo,
uy € Vi,us € Vo, conform Propozitiei 3.2.7. Definim functiile

I, : V-V, VueV:Ij(u) =u
si
Iy : V— Vo, Vu €V :Ih(u) = us.

Demonstram ca I1; € £(V,V;),Il;, € L(V,V,) . Fie u,v € V, u,v admit descompunerea
unicad u = uy + ug, v = vy + v9, u1,v; € Vi, uz,v9 € Vy. Atunci pentru Vo € K, I;(au + v) =
au; +v; = oll;(u) + 1;(v),7 = 1, 2.

Transformarile liniare I1; si [, definite mai sus, se numesc: II; proiectia spatiului V pe

V; paralela cu V, si respectiv Il proiectia spatiului V pe V, paralela cu V;.

Vom nota £(V,W) = {T'| T : V — W, T transformare liniara} . In cazul particular al en-
domorfismelor (W = V), vom nota L(V,V) = L(V).

Definitia 4.1.6. Spatiul liniar L(V,K) = V* se numeste dualul algebric al spatiului

liniar V peste corpul comutativ K. Dacd L € V* atunci L este numitd formd liniard.

4.2. Operatii cu transformari liniare

Teorema 4.2.1. L(V, W) este un spatiu vectorial peste corpul comutativ K.

Demonstratie. Introducem legea interna din £(V,W). Definim suma a doua trans-
formari liniare astfel : VI',S € L(V,W): (T + S)(u) =T(u) + S(u),Yu € V.

Folosind definitia sumei a doua functii, liniaritatea si Teorema 4.1.4 obtinem:

VT,8 € L(V,W) : (T+S)(au+v) =T(au+v)+S(au+v) = oI (u)+T(v) +aS(u)+S(v)
= o(T(u) + S(u)) + (T'(v) + S(w)) = a(T + S)(u) + (T' + S)(u), Ya € K,Vu € V, adica
T+ S € L(V,W).

Introducem legea externa din £(V, W). Definim produsul dintre un scalar si o transformare
liniara astfel: VT' € L(V, W), VA € K: (AT)(u) = A\T'(u),Vu € V.

Folosind definitia produsului dintre un scalar si o aplicatie, liniaritatea ei si Teorema 4.1.4
obtinem:

VAe K, T € LIV, W):(AT)(au+v) = AT (au+v) = ANaT(u)+T(v)) = a(AT (u))+ AT (v) =
a(AT)(u) + (A\T)(u),Va € K,u,v € V, adicd AT € L(V, W).

Avéand definite aceste operatii se verifica usor ca (L(V, W), +) este grup comutativ si sunt

satisfacute axiomele spatiului vectorial. O

Teorema 4.2.2. Fie VW st U trei spatii vectoriale peste acelast corp comutativ K i
TeL(V,W), SeL(W,U). Atunci SoT € L(V,U) (compunerea a doud transformari liniare
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este o transformare liniara), unde (S o T)(u) = S(T(u)),Vu € V. Mai mult, daca T si S sunt
izomorfisme, atunci S o T este izomorfism.
Pentru orice izomorfism T € L(V, W), functia inversa este o transformare liniara, adicd

Tt € L(W,V) (inversul unui izomorfism liniar este un izomorfism liniar).

Demonstratie. Din liniaritatea lui 7" gi S rezulta din

Va € Kyu,v € Vi (SoT)(au+v) = S(T(au +v)) = S(aT(u) + T(v)) = aS(T(u)) +
S(Tw))=a(SoT)(u)+ (SoT)(v)=SoT e L(V,U).

Deoarece compunerea a doua functii bijective este o functie bijectiva rezulta ca S o T este
bijectiva, deci este izomorfism.

Deoarece inversa unei functii bijective este o functie bijectiva este suficient sa demonstram
ca T! este o transformare liniara.

Fie a € K,wj,wo € W = Ju,v5 € V : T(vy) = wy, T(vg) = wy : T Hawy + wy) =
T Y aT(v)+ T(v2)) = T"HT(av1+ v2)) = (T o T)(avi+ v2) = avi+ vy = oT Hwy) +
T~ wy), deci T (aw; + wq) = aT~Hwy) + T (ws). m

Observatia 4.2.3. Pentru orice T' € L(V, W) are loc relatia T'(—v) = —T'(v),Yv € V.

Afirmatia rezulta din conditia (48) in care o = —1.

4.3. Proprietati ale transformarilor liniare

Teorema 4.3.1. Fie T € L(V,W).

a) Daca V; este un subspatiu vectorial al lui 'V, atunci T(V;) este un subspaliu vectorial al
lui W.

b) Dacd Wy este un subspatiu vectorial al lui W, atunci T-'(W;) ={v e V:T(v) € W;}

este un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. a) Fie a € K,wy,wy € T(Vy) = Jv, vy € Vi @ T(vy) = wy,T(vg) =
wy = awy + wy = aT'(vy) + T'(ve) = T(avy + v2) = aw; + we € T(Vy) = T(V;) subspatiu
liniar.

b) Observam ca T~ '(W;) # 0 deoarece T-'(0y) = Ow € W;i. Fie a € K, vy,v5 €
T-Y(W,) = T(vy) € Wy, T(vy) € Wi, W, subspatiu vectorial al lui W = oT'(vy) + T(v2) =
T(avy + ve) € Wy = av; + vy € T7H(W), deci T71(W;) subspatiu liniar. O

Teorema 4.3.2. Fie T € L(V,W).

a) Daca mulfimea ordonata de vectori {v;} este liniar dependentd in 'V, atunci si

i=1n

multimea ordonata de vectori {T(v;)} este liniar dependentd in W.

i=1n

b) Daca T este injectiva i multimea ordonata de vectori {v;} este liniar independenta

i=1n

in 'V, atunci $i multimea ordonata de vectori {T(v;)} este liniar independentd in W.

i=1n

¢) Daca T este surjectiva si mulfimea de vectori {v;} este sistem de generatori pentru

i=1,n

V, atunci $i multimea de vectori {T(v;)} este sistem de generatori pentru W.

i=Ln
d) Daca T este bijectiva atunci dimgV = dimgW.
Demonstratie. a) Fie multimea ordonata de vectori {v;},_ 1= liniar dependenta in V.

Rezulta ca 3 (ay, ..., a,) € K®\ {0k}, astfel incdt ajv; + agve +. . .+ @, v, = Oy. Dar T'(ayv; +
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Qg + ...+ anv,) = T(0y) = agT(v1) + aT(ve) + ... + @, T(v,) = Ow cu (o, ..., ap) # Okn,

deci multimea ordonata de vectori {T'(v;)}._1— este liniar dependenta in W.

i=Tn

b) Fie multimea ordonata de vectori {v; },_t; liniar independenta in V si (ay, ..., o) € K”,
astfel incat anT(v1) + aoT(ve) + ... + ., T (v,) = Ow = T(v1 + vy + ... + apv,) = Ow.
Deoarece T este transformare liniara injectiva are loc egalitatea ayvy + agvs + . . . + v, = Oy.
Dar {Ui}i:fn este liniar independenta in V, rezulta ca a; = ... = a,, = 0, deci mul{imea
ordonata de vectori {T'(v;)};

c) Fie {v,}l T un sistem de generatori pentru V gi T transformare liniara surjectiva. Fie

;=17 este liniar independenta in W.

w € W arbitrar. Deoarece T este transformare liniara surjectiva exista v € V astfel incat

T'(v) = w. Dar {v;},_1; este un sistem de generatori pentru V rezulta ca 3 (ay, ..., a,) € K"

astfel Incdt v = aqv + agve + . . . + @,v,. Rezulta ca w = T'(v) = T(aqvy + agve + .. . + auv,) =

a1 T (vy) + T (v2) + . .. + ., T (vy,), deci {T'(v;)},
d) Fie {v;},_1; 0 baza In V. Deoarece T' este bijectiva, folosind rezultatele de la punctele b)

si ¢), rezulta ca {T'(v;)},

generatori, deci o baza In W. Rezulta ca dimensiunile celor doua spatii vectoriale coincid. O

=17 este sistem de generatori pentru W.

=17 este o multime ordonata de vectori liniar independenti gi sistem de

Teorema 4.3.3. Daca B = {v;},_1= este o baza in V si B = {w;},_1= sunt n vectori
oarecare in W atunci exista gi este unicd o transformare liniara T € L(V, W) astfel incdt
T(vi) = wi,i=1,n.

Demonstratie. Daca v € V si B = {v;}, este o baza In V atunci exista gi sunt unici

i=Tn
(o1, g, ..., av,) € K™ astfel incat v = Z a;v;. Definim T'(v) = Z oW;.

Unicitatea lui T rezulta din faptul Ca B este baza. -

Demonstram ca T este o transformare liniara. Fie u;, us € V, exista gi sunt unici
(o1, g, ..., ) € K™ (B4, By, .., 3,) € K", astfel incat u; = Enj a;v;, Uy = Enj B;v;. Conform

i=1 i=1

Definitiei, T'(uy) = i a;w;, T'(ug) = i B;w;. Pentru orice A € K, A\uj + ug = an()\ai + B;)vi
i=1 i=1

=1

Dar T()\’U,l + U/2) = Zn: ()\Oé@ + ﬁl)wz = z”: o;W; + i BZU)Z = )\T(U1> —+ T(’U,Q) O
] =1 =1

=1
Teorema 4.3.4. Spatiul dual V* al unui spatiuv vectorial finit dimensional are aceeasi di-

mensiune cu V.

Demonstratie. Fie dimg V =n si B = {v;},_1;; 0 bazd in V. Pornind de la aceasta baza
a spatiului vectorial V, vom construi o baza in spatiul dual, care se va numi duala bazei B.
Pentru v € V avem v = Enj a;v;. Introducem n forme liniare (vezi Definitia 4.1.6) care iau in v
valori egale cu Coordonaéglle vectorului in baza B,

Li(v) = a1, La(v) = @, ...y Ly (V) = .

Formele liniare astfel definite sunt unice, conform Teoremei 4.3.3. Observam ca

L =0={ 7 13

Demonstram ci {Ly, Lo, ..., L, } formeazi o bazi in V*.

Justificam ca vectorii {Ly, Lo, ..., L, } sunt liniar independenti. Fie A\j, Ag, ..., \,, € K astfel
incat A\ L1+ AoLo+ ...+ A\, Ly, = Oys. Rezulta ca Vo € V avem (A Ly + ALy + ... + A\, Ly,) (v) =
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Og. In particular daca v = v;,0 = I,n (M Ly 4+ Xlo+ ...+ A\ Ly) (v;) = A = Og. Deci
{Ly, L, ..., L,,} sunt liniar independentji.
Demonstram ca {L;, Lo, ..., L, } este sistem de generatori pentru V¥ Fie L € V* gi v =

n
S ayv;. Atunci

i=1
L(v) = L(;aivi) = ;%L(Uz‘) = 21 Li(v) L(v;).
Rezulta ca Bf = {Li, Lo, ..., L, } este o baza in V*, duala bazei B. m]

Observatia 4.3.5. Din Teorema 4.3.4 rezulta ca dimg V = dimg V# =n, deci V ~ V*

adica spatiile sunt izomorfe.

4.4. Rangul si defectul unei transformari liniare

Definitia 4.4.1. Multimea Ker(T) = {v|v € V:T(v) = 0w} se numeste nucleul trans-
formarii liniare T .

Multimea Im(T) = {w |w € W: Jv € V,T(v) = w} se numeste imaginea transformarii
liniare T .

Teorema 4.4.2. Fie T € L(V,W). Nucleul lui T este un subspatiu vectorial al lui V;

imaginea lui T este un subspatiu vectorial al lui W.

Demonstratie. Observam ca Ker(T) # () deoarece Oy € Ker(T'), conform relatiei (49).

Fie a € K,u,v € Ker(T) = T(u) = Ow,T(v) = Ow; T(au 4+ v) = oT'(u) + T(v) =
alw + Ow = Ow = au + v € Ker(T).

Observam c& Im(7T) # () deoarece Ow € Im(T'), conform relatiei (49).

Fie a € K,u,v € Im(T') = Jwi,we € W : T(u) = wy, T(v) = wy; awy + wy = oT(u) +
T(v) =T(au+v) = aw; + wy € Im(T). o

Dam o caracterizare a injectivitatii unei transformari liniare cu ajutorul nucleului ei.

Teorema 4.4.3. O transformare liniara T € L(V, W) este injectiva dacd i numai dacd
Ker(T) = {0y }.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca T este injectiva si fie v € Ker(T) = T'(v) =
Ow. Dar T'(0y) = Ow = v = Oy, adica Ker(T) = {Oy}.

Suficienta. Presupunem ca Ker(T) = {Oy} si fie T(u) = T'(v). Rezulta T'(u — v) = Ow
= u —v € Ker(T) = u = v, adica T injectiva. o

Dam o caracterizare a surjectivitatii unei transformari liniare cu ajutorul imaginii ei.

Teorema 4.4.4. O transformare liniara T € L(V, W) este surjectiva dacd si numai daca
Im(7) =W.

Demonstratie. Rezulta din definitia surjectivitatii. O

Observatia 4.4.5. Daca V gi W spatii vectoriale finit dimensionale peste acelagi corp
comutativ K, rezulta ca nucleul si imaginea unei transformari liniare, care sunt subspatii liniare
(Teorema 4.2.2), sunt finit dimensionale gi dimg (Ker(7')) < dimg V, dimg (Im(7")) < dimgx W.
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Definitia 4.4.6. Fie T € L(V,W). Se numeste rangul lui T si se noteazd rang(T),
dimensiunea subspatiului Im(T"), rang(T) = dimg(Im(7")). Se numeste defectul lui T si se
noteaza def(T), dimensiunea subspatiului Ker(T'), def(T") = dimg (Ker(T)).

Teorema 4.4.7. (Teorema rang-defect) Fie V si W spatii vectoriale peste acelasi corp
comutativ K,dimx V=n gi T € L(V,W). Atunci

rang(7") + def(T") = n.

Demonstratie. Presupunem ca n > 1, cazul n = 0 fiind banal. Fie def(T) =r < n si
fie B = {vy,...,v,} o baza in Ker(7T), daca Ker(T) # {Oy}. Completam multimea de vectori
liniar independenta B’ pana la o baza B = {v1,...,0,,0511,...,0,} In V. Demonstram ca

" = {T(vr41),...,T(v,)} este o baza in Im(T'). Pentru aceasta aratam ca vectorii multimii
B” sunt liniar independenti gi formeaza un sistem de generatori pentru Im(7').

Fie w € Im(T) = Jv € V : T(v) = w. Dar v = iaivi = w =T(v) = T(ilaivi) =

w = i a;T(v;), deoarece v; € Ker(T'),i = 1,7. Rezulta ca w € Span (B”), adica orice vector

i=r+1
din Im(T) se poate scrie ca o combmatle liniara de vectori dln B".

Fie S aT(v) = Ow = T( S ) = Ow = > au; € Ker(T) = 3 ooy =
= r+1 i=r+1 i=r+1 i=r+1

,
Z 6 iV = Z Q;U; — Z /Bivi = OV-
i=r+1 =1
Deoarece B este o multime de vectori liniar independenta, rezulta o, = ... = a,, = #; =
.=, =0, deci multimea de vectori B” este liniar independenta.

Rezulta ca B” este o baza in Im(7'), deci rang(7T") = n — r = rang(T") + def(7') = n. o

Exemplul 4.4.8. Consideram transformarea liniara din Exemplul 4.1.5,

T :Rz]., — R[z].,, definita prin [Tp| (z) = zp/(x), Vp € R[z]_,. Determinam nucleul si
imaginea lui T si verificim teorema rangului. Conform definitiei, )

Ker(T) = {p € R[z],:2p'(x) =0,V € ]R} =

= {p €R[z]_,:p'(v) =0,Vx € ]R} ={c:ce€ R}, deci def(T") =

Im(T) = {q €ER[z],:Fp eR[z],,Tp= q} -Fiep € R[z],, p(x) = atbr+ca?, xop/(x) =
bx +2cz?, deci Im(T') = {q € R[z]y,q(r) =dr + fa:Q} . Evident rang(7T") = 2, o baza in Im(7T)
este, de exemplu, {x, z?}. De aici rezulta ca rang(T) + def(T) =2+ 1 = 3.

Teorema 4.4.9. FieV st W doua spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K, dimg V =
n, dimg W =m ¢i T € L(V,W). Atunci au loc afirmatiile:

a) T este transformare liniard injectiva daca si numai dacd rang(T) = n,n < m.

b) T este transformare liniard surjectiva daca si numai dacd rang(T) = m,m < n.

c) T este transformare liniard bijectiva daca si numai dacd rang(T) = n,n = m.

Demonstratie. Justificam afirmatia a): T injectivi< Ker(T') = {Oy} < def(T) = 0 &
rang(7) = n (Teorema 4.4.7) si, deoarece Im(7") este subspatiu vectorial al lui W (Teorema
4.4.2), rezulta ca n = rang(7) < dimg W = m.
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Demonstram afirmatia b): T surjectivae Im(7T) = W < dimg(Im(7)) = dimgW &
rang(T") = m si deoarece rang(T") + def(T) = n,def(T") > 0 = rang(T) = m < n.
Afirmatia c) este o consecinta imediata a afirmatiilor a) si b). m|

Teorema 4.4.10. Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K,
dimgV =dimxgW =n i T € L(V,W).

Atunci afirmatiile urmatoare sunt echivalente:

a) T este o transformare liniara injectiva.

b) T este o transformare liniara surjectivd.

c) T este o transformare liniara bijectiva.

Demonstratie. Demonstratiile rezulta utilizand Teorema 4.4.9. O

Teorema 4.4.11. Fie U,V si W trei spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K si
T e L£(U,V), SeL(V,W). Atunci

a) rang(S o T') < min {rang(S),rang(7T")}

b) daca S este izomorfism atunci rang(S o T') =rang(T),

¢) daca T este izomorfism atunci rang(S o T') =rang(.5).

Demonstratie. a) Daca demonstram ca Im(S o T') C Im(S) rezulta ca dimgIm(SoT) <
dimgIm(S) adica rang(S o T') < rang(5).

Dar T'(U) C V conform Teoremei 4.3.1, S(T(U)) C S(V) = Im(S o T) C Im(S5).

Daca demonstram ca ker(7) C ker(S o T') rezulta ca def(T") < def(S o T'). Dar def(T") +
rang(7) = dimgU, def(S o T') + rang(S o T') = dimkU, deci rang(S o T') <rang(T).

Fie u € Ker(T) = T(u) = Oy, S(T(u)) = S(0y) = Ow, deci u € Ker(SoT).

b) S € L(V,W),S izomorfism, rezultd ca S™' € L(W,V) si este izomorfism. Scriem
T =810 (SoT) si conform punctului a) si b), rang(7T) < min {rang(S o T),rang(S™ 1)} <
rang(S o T') < min {rang(S), rang(7)} < rang(7T).

¢) Scriem S = (S oT)oT ! gi facem un rationament analog cu cel de la punctul b). o

4.5. Spatii vectoriale izomorfe

Definitia 4.5.1. Doua spatii vectoriale V si W, peste acelasi corp comutativ K, se numesc

spatii vectoriale izomorfe daca exista un izomorfism T € L(V,W). Vom nota V = W.

In cele ce urmeazi vom utiliza notatia
U1

u= iaiui = (aq,..., Q)

i=1 .
Teorema 4.5.2. Fie V un K-spatiu vectorial, dimg V = n. Atunci au loc afirmatiile:
a) V=K"
b) Daca W si Z. sunt doua K-spatii vectoriale, atunci W ~ Z. daca i numai daca dimg W =

dimg Z.
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Demonstratie. a) Fie B = {vy,...,v,} o baza in V. Definim aplicatia
U1
T:V — K'Wu € V,3(ay,...,a,) € K" unici asfel incdt uv = (aq,...,a,) |
'Un
Tw) = (aq,...,ap).
Demonstram ca T astfel definita este o transformare liniara bijectiva. Liniaritatea:
U1
VA e K, u,v € V,3(aq,...,a,) € K" unici astfel incdt u = (aq,...,a,) | : ,
Un
U1 U1
A6y,...,0,) EK w=(5,...,8,) | : A AUFv =Ny + By, an+6,) | =
Un Un,

Tu+v)=Aar+ By, Aan + 0,) = Mo, an) + (B1s- 5 0,) = AT (uw) + T'(v).
Pentru bijectivitate este suficient sa demonstram ca 7' este injectiva (Teorema 4.4.10).

U1
Fie u,v € V | I(aq,...,a,) € K" (By,...,08,) € K" : v = (aq,...,0,) | : , v o=
Un,
U1
By, -8, | . Din T(u) = TW) = (a1,...,a,) = (By,---,0,) = o = 0;,,i =1,n =
/UTL

u = v, rezulta ca T este injectiva.

b) Necesitatea. Presupunem W = Z = 3T € L(W,Z) T bijectiva. Conform Teoremei 4.3.2,
punctul d), rezulta ca dimxW = dimgZ.

Suficienta. Presupunem ca dimgW = dimgZ = m. Conform afirmatiei a) din W = K" =
7 € L(W,K™) : T bijectiva; analog Z ~ K™ = 35 € L(Z,K™) : S bijectiva. Din S
€ L(Z,K™) si S bijectiva = 357! € L(K™,Z) si S~! bijectivd (Teorema 4.2.2). Conform
Teoremei 4.2.2, S~'oT € L(W,Z), S~! o T bijectivi= W ~ Z. i

Teorema 4.5.3. Relatia de izomorfism a spatiilor vectoriale definite peste acelasi corp
comutativ este o relatie de echivalenta.

Demonstratie. Verificam proprietatile de reflexivitate, simetrie si tranzitivitate.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K. Are loc V ~ V deoarece putem defini
T e L(V), T(v) =v,Yv € V, T bijectiva.

Fie V si W doud K-spatii vectoriale. V ~ W = 3T € L(V,W), T bijectiva. Dar T!
€ L(W,V), T~ bijectivd conform Teoremei 4.2.2, rezultd W ~ V.

Fie V, W si Z trei K-spatii vectoriale, V~ W, W ~ Z = 3T € L(V, W), T bijectiva gi 35
€ L(W,Z), S bijectiva, atunci, conform Teoremei 4.2.2, SoT € L(V,Z) si SoT este bijectiva,
deci V ~ 7Z. O

4.6. Matricea unei transformari liniare

Teorema 4.6.1. Fie V i W doua K-spatii vectoriale, dimg V = n,dimg W =m ¢i T €
L(V,W). Daca By = {vy,...,v,} este 0 bazda in'V i By = {wy,...,wy} o baza in W, atunci
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exista o matrice unica P € Mpyn(K), P = (pij);—17 j=17 astfel incat

T(Ul) w1
(51) : =P
T(vy) Wy,
U1 w1
Daciv eV, v=(ay,...,a,) | : are imaginea T'(v) = (By,...,0,,) | : , atunci
Un W,
by a1
(52) s =P|
B 0,

Demonstratie. Demonstram existenta si unicitatea matricei P.

Existenta: daca By = {vy,...,v,} este o baza in V, vectorii T'(v;) € W, i =1, n au descom-
punerile Tn raport cu baza By de forma:
w1y
T<U'L):<p1177pmz) 72217n7p]z€]l<7l:17n7j:1Jm7
wm

echivalenta cu scrierea matriceala
(53) : =P : :

ceea ce reprezinta relatia (51).
Unicitatea: matricea P este unica datorita unicitatii descompunerii unui vector dupa vectorii

bazei (Teorema de caracterizare a bazelor).

U1
Demonstram relatia (52). Fie T' € L(V,W) siv € V, v = (a1 ... a,) | . Atunci
Un
T(’Ul) w1
T() = (a,...,qn) | ¢ =By 0Bm) | . Utilizdnd relatia (53) rezulta:
T(’Un) W,
w1 w1y
(ap,...,an) PT | : =By, 08, | = (ay,...,an) PT = (B4,...,8,,).
Wm W
Prin transpunere rezulta relatia (52). o

Exemplul 4.6.2. Consideram transformarea liniara din Exemplul 4.1.5,

T : Rlz]., — Rz],, definita prin [Tp](x) = xp'(z), Vp € R[z|.,. Determinati ma-
tricea transformérii liniare T in raport cu baza canonica din R [z]_, , B — {1,z,2?}, matricea
transformarii liniare 7' in raport cu baza By = {1,1 + z, (1 + )%} din R [z], si matricea trans-
formarii liniare 7" in raport cu bazele (By, Bs) . )
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Consideram baza canonica p;(z) = 1,pa(z) = z,p3(z) = 2? si determinam [T'p;] (z) =
0-p1(2) +0-pa(x) +0-p3(x), [Tpa] (x) = 2 = 0-pi(x) +1-pa(2) +0-ps(x), [Tpa] () = 22* =
0-pi(z) +1-pa(x) + 2 p3(x).

B (T) B —

o o o
S = O

0

0

2

Notdm qi(z) = 1, go(z) = 1+, gs(z) = (1 + 2)° i determinim
[Ta](z) =0=0-q(z) +0- g2(z) + 0 g3(z),

Tago] (x) =2 = ~1-qu(x) +1-ga(z) +0-gs(2),
[Tps] () = 22 4 22° = 0- qu(z) + (=2) - g3(x) + 2 - gs(z).

0 -1 0
5T, =10 1 =2
0 0 2
[Tpi] (z) =0-qi(z) + 0 g2(x) + 0 - g3(z),
[Tpo] (x) =2 = ~1-qu(2) + 1 - ga2(2) +0- g3()?,
[Tpa] (v) = 22% =2 qu(x) —4- qa(x) +2 - g3(2)
(0 -1 2
(M, =10 1 —4].
0 0 2

Definitia 4.6.3. Fie V si W doua K-spatii vectoriale, dimg V = n,dimgk W = m,B; =
{vi}jetm Be = {wj} ;15 doud baze in 'V si respectiv W iar T" € L(V,W). Matricea P €
Minsn(K), ale carei coloane sunt coordonatele vectorilor T'(v;), j = 1,n in baza B, se numeste

matricea asociata transformarii liniare T' in raport cu perechea de baze (By, Bs) .
Folosim notatia P =g, (T)g3,.

Observatia 4.6.4. Relatia (52) scrisa sub forma
By a1
(54) N RO
B o
se numeste ecuatia matriceala a transformarii liniare 7T
Teorema 4.6.5. Fie V si W doua K—spatii vectoriale, dimg V = n,dimg W = m, B; =
{0} =t B2 = {wj} ;=17 doud baze in' 'V gi respectiv W, T' € LIV, W) si P € Mxn(K) ma-
tricea asociatd transformarii liniare T in raport cu perechea de baze (By, Bs). Atuncirang(T) =

rang(P) oricare ar fi perechea de baze (By,Bs) .

U1
Demonstratie. Un vector v € V, v = (aq,...,a,) | apartine lui Ker(7T) daca
vn
T(v) = Ow. Dar
T(v1) w1
Tw) = (ar,...,an) | : = (ag,...,a,) PT| : = Ow.
T(v,) Wy
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Rezulta
a7
(55) P = 0,x1-

Qn

Relatia (55) reprezinta un sistem liniar omogen de m ecuatii cu n necunoscute. Matricea
sistemului este P. Daca rang(P) = r, multimea solutiilor sistemului este un subspatiu vectorial
al lui K" de dimensiune n — r. Deci dimg(Ker(7T")) = n — r. Rezulta ca rangul transformarii
liniare T" este r, rang(7T) = n — dimg(Ker(7)) =n — (n —r) =r. o

Teorema 4.6.6. L(V, W)~M,,.,(K).

Demonstratie. Fie B; = {v;},_1;; o baza in V si By = {w;},_1; 0 baza in W. Definim
functia H : L(V, W) — ./\/lmxn(]K),VT € L(V,W): H(T) =p, (T)BQ.

Demonstram ca H este o transformare liniara bijectiva.

Demonstram liniaritatea. Fie A € K, 7,5 € L(V, W), H(T) =5, (T)5

(S)s, = @Q,

2 — )

(AT + S5)(v1) wq

: =8 (AT +5)s, |

(AT + S)(vn) Wy

(AT + S)(v1) T(vy) S(vy) wy
: =X + =(\P+Q" |
(AT + S)(vn) T(vy) S(vn) W,

=p, (AT +S), = AP + Q.
H(/\T + S) =B, (/\T+ 5)32 =P+ Q :/\61(T>Bz +5, (S) =
Demonstram injectivitatea lui H. Fie T,S € L(V,W), H(T

matrice in raport cu perechea de baze (By,By))= T = S.
H(T) =p, (T)s, = P,H(S) =p, (S)5, =Q, P =Q =

AH(T) + H(S).
) = H(S) (T,S au aceeasi

T(Ul) w1 S(U1> w1
: =pPr| N =Q7| : = T'(vj) = S(vj),j = 1,n. Rezulta
T(vy) Wi, S(vp) W,
T'(vy) S(v1)
Vo e V:T((w)=(a1,...,0p) | : = (aq,...,q) | ¢ =Sw)=T=>=.
T(vn) S(vn)
Demonstram surjectivitatea. Fie P € M,,x,(K) si definim functia T: V — W,
U1 T(vy) wy
YoeV,v=(ay,...,ap) | : T () = (a1, am) | = (a1,...,a,) PT| :
Up, T(vy,) W

Se demonstreaza imediat ca 1" astfel definita este o transformare liniara.
Rezulta ca T este bijectiva, deci exista un izomorfism intre £(V, W) si M, (K). o
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Observatiile 4.6.7. 1. [zomorfismul H depinde de bazele considerate in cele doua spatii
vectoriale.

2. dimg £(V, W) = dimg M, (K) = m - n.

Proprietatile transformarii liniare sunt reflectate in proprietatile matricelor asociate in
diferite baze.

Teorema 4.6.8. Fie VW si Z. trei K—spatii vectoriale, dimg V = n, dimgk W = m,
dlm]KZ =P §Z T e ,C(V,W), S e £(W,Z) Fie Bl = {Ui}i:ﬁ’ BQ = {’wi}i:m, Bg = {Zl}z:m
baze in V, W si respectiv in Z.. Atunci are loc relatia:

(56) 31(S o T)B3 —Bs (5)33 B (T)B2'
0
Demonstratie. Fiev eV, v=(ay,...,a,) | : ,Tv)=w e W,
Un,
w1 21
w:(ﬁlw"?ﬁm) ’S(w):ZEZ7Z:(717"'a7p)
W, Zp
By aq
Fie 5, (T)p, = P € Myxn(K). Are loc relatia: | : =P :
B an
71 b1
Fie ,(9)5, = Q € Myxm(K). Are loc relatia: | : =Q| :
Vp Bon
71 a1
Atunci | =QP]| : , adica g, (S o T)p, = QP care reprezinta relatia (56). o
Tp O

Teorema 4.6.9. Fie V si W doua K—spatii vectoriale, dimgV = dimgk W = n gi fie
T € L(V,W), T izomorfism. Fie By si By doud baze in V gi respectiv W. Atunci are loc
relatia:

(57) 5 (T s, = (5,(T)s,) "

Demonstratie. Deoarece ToT ! = idw si T-'oT = idy, tinind seama de Teorema 4.6.8

si de faptul ca matricea aplicatiei identitate este matricea unitate, rezulta:
—1y -1 _ -1 _ ~1
B1 (T)B2 ‘B2 (T )Bl — B2 (T )31 "B (T>BQ =1, = (31 (T)Bz) — B2 (T )51' U

Propozitia 4.6.10. Fie matricele A € My (K) si B € Mxn(K). Atunci:

rang(AB)< min {rang(A), rang(B)}.

Demonstratie. Fie T': K" — K™, si By, By, B3 bazele canonice din K", K™ si respectiv
K?, 5, (T)p, = Bsifie S: K™ — KP, 5,(5)s, = A. Consideram compunerea S o7 : K" — KP.
Dar 5, (50 T)g, =5, (5)8; 5, (T)5, = AB.
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Avem rang(AB) = rang(S o T) < min {rang(S),rang(7)} < min {rang(A),rang(B)},
folosind Teoremele 4.4.11 si 4.6.5. O

Propozitia 4.6.11. Daca A € M,,xn(K) si B € GL,,(K),C € GL,(K), atunci
rang(BA) = rang(A) = rang(AC).

Demonstratie. Avem rang(BA) < min {rang(B),rang(A)} < rang(A). Putem scrie A =
B7Y(BA) de unde rezultd ci rang(A) < min {rang(B~!),rang(BA)} < rang(BA), folosind
Teorema 4.6.10. Deducem ca rang(BA) = rang(A). Analog se demonstreaza cea de a doua
relatie. |

4.6.1. Schimbarea matricei unei transformari liniare la schimbarea bazelor.

Teorema 4.6.12. Fie V si W doua K—spatii vectoriale, dimgV = n,dimg W = m i

T € L(V,W). Fie By = {vi};_17, B, = {vi}i_1 doud baze in 'V si By = {wi}izm,ﬁg
= {E}Z:m doua baze in W, By A By, By LA Bs. Atunci are loc relatia:
(58) 5 (D)5, =B 5 (D)5, - A.
U1
Demonstratie. Fie T € LIV, W) siv eV, v=(a,...,a,)
Un
wq
Atunci T(v) = (By,---,8,) | . Folosim ecuatia matriceala a transformarii liniare T’
Wm,
in perechea de baze (By, Bs), (54):
b1 o1
(59) =P 7P =B (T)B2'
B n
Descompunem v si T'(v) dupa bazele By si respectiv By:
U1 w1
v=(ag,...,a,) | : JT(u) = (84,...,8,)
T, W
Folosim ecuatia matriceala a transformarii liniare 7' in perechea de baze (El,gz>
By a1
(60) : =Q|: |.Q=g (T,
B an
Folosind formula de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze, rezulta
aq ag ﬁ1 Fl
: =Al : o =B|:
an, T By B,

Inlocuind in (59), rezulti:
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Ioh o o ay
B : = | : =P : =PA]| : &
B B an O
By ar
. | =B7'PA| :
B an

Din aceasta relatie si din (60) rezulta relatia (58).
Exemplificam continutul teoremei prin urmatoarea schema:
Vg, o Wi,
Al | B
Vg T Wy o

Teorema 4.6.13. Fie V un K—spatiu vectorial, dimgV = n si T € L(V). Dacd B, B
sunt doud baze in 'V, B LN B, atunci are loc relatia

(61) 5T)g=A"5(T)s A

Observatia 4.6.14. Formula (58) se numegte formula de schimbare a matricei unei
transformari liniare 7" € £(V, W) la schimbarea bazelor in cele doua K—spatii vectoriale V
i W.

Reamintim ca am notat, in Capitolul 2, cu GL,(K) n-grupul liniar general real, adica

multimea matricelor patratice, cu elemente reale, de ordin n, inversabile.

Definitia 4.6.15. Doud matrice P, P € M,,(K) se numesc matrice asemenea dacd existd
o matrice A € GL,(K) astfel incdt:

(62) P=A"1-P.-A
Notam relatia de asemanare prin “~ 7, P ~ P.

Teorema 4.6.16. Relatia de asemanare a matricelor patratice de un ordin dat este o relatie

de echivalenta.

Demonstratie. a) VP € M, (K), P ~ P, deoarece P = I;! - P - I, (relatia de asemanare
este reflexiva)

b)VP, P € M,(K), P~ P = P ~ P (relatia de aseminare este simetrici).

Intr-adevir, P~ P =3JA € GL,(K) : P=A"P-A=P=APA'= (A )y 1P A=
P~P.

VP, P,P € My(K) P~P,P~P = P~ P (relatia de asemanare este tranzitivi).

Intr-adevir, P ~ P = 3A € GL,(K) : P = A - P- A, P ~ P = 3B € GL,(K) :
P=B' P.B=P=B'A'.P.A-B=(A-B'-P-(A-B)=P~P. O

Observatiile 4.6.17. 1. Folosind Teorema 4.6.11 rezulta ca doua matrice asemenea au
acelagi rang.
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2. Din relatia (62) rezulta ca matricele asociate unui endomorfism 7' € £(V) in doua baze
diferite ale lui V sunt matrice asemenea. Are loc si afirmatia reciproca, care reprezinta teorema

urmatoare:

Teorema 4.6.18. Fie V un K—spatiu vectorial, dimg V = n, P,Q € M, (K) doua ma-
trice asemenea. Atunci ele reprezind matricele aceluiagi endomorfism T € L(V) in doud baze

convenabil alese.

Demonstratie. Fie P ~ Q = JA € GL,(K) astfel incat Q = A™'- P- A. Fie B = {v;}
0 bazi in V. Considerim baza B astfel incat B 2 B. Atunci, conform Teoremei 4.6.13, rezulta
ca E(T)E =A"! 'B(T)B A O

i=1n

Observatia 4.6.19. Din Teoremele 4.6.13, 4.6.16 si 4.6.18 rezulta ca relatia de asemanare
imparte multimea matricelor patratice de ordin n in clase de echivalenta, fiecare clasa de
echivalenta corespunzand unui endomorfism 7' € L(V), dimkg V = n.

4.7. Endomorfisme speciale pe spatii euclidiene

4.7.1. Endomorfism adjunct.

Definitia 4.7.1. Fie (V,{-,-)) un spatiu euclidian i T € L(V). Endomorfismul T*,
T :V — V se numeste endomorfism adjunct al endomorfismului T daca

(63) Vu,v € V: (T (u),v) = (u, T*(v)).

Teorema 4.7.2. Fie (V,(-,-)) un spativ euclidian si'T € L(V). Daca exista endomorfismul

T* cu proprietatea (63) atunci el este unic.

Demonstratie. Presupunem ci existd si 79 cu proprietatea (63). Atunci

(T(u),v) = (u, T°(v)) = (u, T*(v)), YVu,v € V

= (u, T°(v) — T*(v)) = 0,Vu,v € V.

Fieu=Tv) — T*(v) =|| T°(v) = T*(v) [=0=T°v) = T*(v),Vo e V=T =T* O

Teorema 4.7.3. Proprietati ale endomorfismelor adjuncte
)VT,S € L(V) : (T + S) =T*+ 5%,

ii) Va € V,VS € L(V) : (aT)" = oT™,

i) VT,8 € L(V) : (T 0o S)* = S*oT™,

w) VT € L(V) : (T*) =T,

v) (idy)* = idy, 0z w) = 0zv)-(Ozevy 1 V=V, Vo € V: Ogy)(v) = Ov).

Demonstratie. Demonstram relatia iii), pentru celelalte se procedeaza analog. Fie

u,v €V, (T 0 S)(u),v) = (T(S(u)),v) = (S(u), T*(v)) = (u, S*(T"(u))).

Dar ((T' o S)(u),v) = (u, (T o S)*(v)). Din aceste doua relatii si din unicitatea endomorfis-
mului adjunct rezulta relatia iii).

Analog se demonstreaza celelalte relatii. O
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Teorema 4.7.4. Fie (V,(-,-)) un spafiv liniar euclidian finit dimensional, dimg V = n.
Fie T € L(V) si B={e;}

in raport cu aceeasi bazd ortonormatd in 'V este PT.

=17 0 bazd ortonormatd in 'V, P =g (T)s. Matricea atasata lui T*

Demonstratie. Fie B = {e;},_17; o baza ortonormata in V si fie T € L(V).

i=Tn
€1 €1
Fie u,v € Viu = (aq,...,a,) | : , T(u)=(aq,...,0) | ,
€n €En
€1 €1
v=00--0) | ¢ [T =80 |
€n €n
By B1 ay o
Fie | =P S =P )
B B a, a

relatii date de ecuatia matriceala a aplicatiei liniare 7'

Atunci

By By
(T(u),v) = (aq,...,0q,) | : (al,...,an)PT(f )
B B
€1 T b1
Fie @ = (T")p, T*(v) = (B1--. B,) |+ || ¢ |[=@Q|: |
en B B
atunci
A1 Gy
(u, T*(v)) = (aq,..., ) | : = (a1,...,00) Q| : , dar (T'(u),v) = (u,T*(v)),
B B

Vu,v €V = Q = PT. o

4.7.2. Endomorfism autoadjunct.

Definitia 4.7.5. Fie (V,(-,-)) un spatiu euclidian si T € L(V). Endomorfismul T se
numeste endomorfism autoadjunct daca
Vu,v € V: (T(u),v) = (u, T'(v)).

Observatia 4.7.6. Observam ca daca T € L(V) este autoadjunct, atunci 7' = T*.

Teorema 4.7.7. Fie (V, (-,-)) un spatiu euclidian finit dimensional, dimg V =n, T € L(V)
i B = {ei},—15 0 bazd ortonormata in'V, P =5 (T)s. DacaT este un endomorfism autoadjunct,

atunci P = PT. Reciproc, dacd P = PT atunci endomorfismul T este autoadjunct.

Demonstratie. Necesitatea. Dacid Q =g (T*)p, P = (T)piar T =T* = Q = PT,Q =
P=pP=rT
Suficienta. Daca 5(T)g = P = PT,
€1 €1
u,v €V, u=(ag,...,a,) | : 0= (By,.-,0,) ] : :
en en

97



4. TRANSFORMARI LINIARE

T(el) €1 Qg 03]
T(u) = (alv 7an) = (ab 7an) ) =P )
T(en) €n e O
T(Gl) €1
T(U) = (617 s 7611) : = (Ev 767n) : )
T(ey) n
B1 By
: =P :
B B
Atunci
By by
(T(u),v) = (an,...,0n) [ ¢ | =(,....00) P |
B B
By oA
<u,T(v)):(a1,...,an) :(ala"'van)P
Bn Bn
Dar P = PT = (T(u),v) = (u,T(v)),Vu,v € V. i

4.7.3. Endomorfism ortogonal.

Definitia 4.7.8. Fie (V,(-,-)) un spatiu euclidian si T € L(V). Endomorfismul T se
numeste endomorfism ortogonal daca pastreaza produsul scalar,

(64) Vu,v € V: (T (u),T(v)) = (u,v).

Exemplul 4.7.9. Functia identitate, idy : V — V,Vu € X, idy(u) = u, este un endomor-
fism ortogonal deoarece:
V(u,v) € V2 : (idy(u), idy(v)) = (u,v).

Teorema 4.7.10. (Teorema de caracterizare a endomorfismelor ortogonale) Daca
(V,(-,-)) este un spatiu euclidian si T € L(V), atunci T este ortogonal dacd si numai dacd
pastreaza norma vectorilor din 'V :

(65) voe V[ T) = vl

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem 7' ortogonal, atunci
Vv € V|| T(v) |*= (T (v), T(v)) = (v,v) =[| v [P=| T(v) [=] v .
Suficienta. Presupunem relatia (65) adevarata. Demonstram relatia
(wo) =g {llutv > = lul?=I[lv|*},
care rezulta din
| u+v[P=(u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) = (u,u) + 2(u,v) + (v, v).
Aplicam aceasta relatie vectorilor T'(u) si T'(v) :
V(u,v) € V2 (T(u), T(v)) = 5 {| T(uw) + T(0) > = | T(u) [|” = | T(v) |I*} =
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=s{llu+v P =luwl?—= v’} = (u,v),
ceea ce trebuia demonstrat. O

Propozitia 4.7.11. Daca (V, (-,-)) este un spatiu euclidian finit dimensional si T € L(V),

T este ortogonal, atunci T este bijectiv.

Demonstratie. Este suficient sa demonstram Ker(7") = {Oy}. (Teoremele 4.4.3 i 4.4.10).
Daca u € ker(T) = T'(u) =0y = || T'(u) ||=[ v ||= 0 = u = 0y = Ker(T) = {0y} . o

Teorema 4.7.12. Fie (V,(-,-)) un spatiu euclidian finit dimensional. In raport cu operatiile
de compunere, endomorfismele ortogonale ale spatiului euclidian 'V formeaza un grup (O(V), o)
numit grupul ortogonal al spatiului euclidian V, subgrup al grupului GL,(R) (grupul general
liniar al lui V).

Demonstratie. Observam cd O(V) # 0, deoarece idy € O(V) (Exemplul 4.7.9). Fie
T,5S€O(V). Stimca T oS € L(V) si

Vu € V|| (T o S)(u) [|=[| T(S(w) [|=[] S(u) [[=] u[|= T oS € OV).

Fie T € O(V). Conform Teoremelor 4.7.11 si 4.2.2 rezulta cd existd T- € £(V). Demon-

stram cd 77! € O(V). Pentru u € V : T7'(u) = v & T(v) = u. Dar || T(v) ||=| v ||&
| v [=]u|& || THu) ||=]] v | T7' € O(V). Rezultd ca (O(V),0) are structura de
grup. O

Teorema 4.7.13. Fie (V,(-,-)) un spatiuv euclidian finit dimensional, dimgV = n. T €
O(V) daca si numai daca matricea lui T in raport cu o bazd ortonormatd in 'V este ortogonald.

Demonstratie. Necesitatea. Fie B = {e;};,_1;; 0 baza ortonormata in V si fie T € O(V).

Rezulta ca T pastreaza produsul scalar.

€1
Fieu eV, u=(ay,...,qa,)
En
Atunci
T(ey) el
T(u) = (ag,...,q,) | : =(ag,...,0,) | :
T(ey) en
e} o
Fie | : =5 (1) | : ecuafia matriceala a transformarii liniare 7.
a0, an,
Notam cu P =5 (T)3.
Atunci
ay a1
(T(u), T(u)) = (ag,...,a,) | : = (a1,...,a,) PT-P| : ,
Ay, Qp
an
(uyu) = (ag,...,ap) | = PT.P=1,= P~ != PT = P matrice ortogonala.
79

Suficienta. Presupunem ca T' € L(V), P =5 (T)p este o matrice ortogonala, PT - P = I,,.
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e T(ey) el
FieueV,u=(a,...,a,) | : yT(u) = (aq,. .. 0p) | ¢ =(ag,...,0,) | :
€n T(e,) €n
ayp Qay
Fie | : =P
Oéin an
Atunci
1 aq aq
(T(u), T(u)) = (ag,...,0,) | : = (aq,...,a,) PT - P| : = (a1, ...,0p) | : =
Qi Ay, Oy,
(u, u)

= [| T(w) =l u =T O(V).

Observatia 4.7.14. Stim ca daca P € M, (R) este o matrice ortogonala, atunci avem
det(P) = £1.

Notam OF (V) = {T € O(V),det(P) =1, P =5 (T)5, B baza ortonormata in V}.

Un element T' € O1(V) se numeste endomorfism ortogonal de specia a I-a sau rotatie.
Rezulta imediat ca (O (V),0) este un subgrup al lui (O(V), o), numit grupul rotatiilor sau
grupul ortogonal special.

Analog notam O~ (V) ={T € O(V),det(P) = —1, P =5 (T)5, B baza ortonormata in V} .

Un element 7" € O~ (V) se numeste endomorfism ortogonal de specia a II-a. Re-
marcam ca (O~ (V),0) nu este un subgrup al lui (O(V),o0), deoarece daca T,S € O~ (V)
atunci T'o S € O (V).

4.7.4. Proiectii ortogonale. Fie (V, (- -)) un spatiu euclidian gi W un subspatiu al lui
V. Conform Teoremei 3.4.23, V= W@ W=, Orice vector u € V :u = v’ +u", v € Wau" € W,
Conform Exemplului 4.1.5, aplicatiile

(66) I, :V—-W
s
(67) I, : V- Wt

definite prin Vu € V : 11 (u) = o/, I3(u) = «” sunt transformari liniare numite proiectii.

Definitia 4.7.15. Transformarile liniare 11; i Ily definite prin relatiile (66) si (67) se
numesc proiectii ortogonale ale spatiului euclidian V pe W si W, respectiv.

Exemplele 4.7.16. 1. Din proprietatile transformarilor liniare rezulta ca aplicatiile:
WiV -V, Y =21 —idy, si ¥ : V=V, X =2[l, —idy
sunt endomorfisme ale lui V gi se numesc simetriile ortogonale ale lui V fata de subspatiile
W si W+, respectiv. Observam ca Vu € V u =o' +u”, ' € W, u" € W+,
Y(u) =2 I (u) —idy(u) = 2u" — (v +u") = v —u”,
YMu) = 2 Hy(u) —idy(u) = 2u” — (v +u") = —u' +u”.
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2. Fie (V, (-,-)) un spatiu euclidian si W un subspatiu al spatiului V,V =W & W+,

Simetriile ortogonale, definite in exercitiul anterior, sunt endomorfisme ortogonale. Intr-
adevar, Vu,v € V u = o +u" v = v + 0", u/,v" € W, v’ 0" € W, (3'(u), ¥ (v)) =
(W —u" v =" = W) + (W, v") = (u,v). Analog rezulta (X" (u),¥"(v)) = (u,v).

4.8. Probleme propuse

Problema 4.8.1. Fie T : C([a,],R) — R, T(f) = [° f(z)dz,Yf € C([a,b],R). Demon-
strati ca T este transformare liniara.

Problema 4.8.2. Fie T : K" — K, T(X) = zy, k fixat, unde X € K", X = (21,22, ..., T,).

Demonstrati ca T este transformare liniara. Ea poarta denumirea de proiectie de ordin k.

Problema 4.8.3. Fie T: C — C,T(z) =Z.

a) Demonstrati ca T este transformare liniara daca C este considerat ca spatiu vectorial
peste R.

b) Demonstrati ca 7" nu este transformare liniara daca C este considerat ca spatiu vectorial
peste C.

Problema 4.8.4. In R* se iau vectorii u = (3;2;—1;1),v = (2;5;0; —1). Sa se afle, in

baza standard, matricea proiectiei ortogonale pe subspatiul generat de u si v.

Problema 4.8.5. Fie T : R? — R? o transformare liniard cu proprietatea ci pentru
x = (1;2), T (x) = (1;0;0) iar pentru y = (—1;-1), T(y) = (1;1;1). Calculati T'(z), unde
z=(-1;1).

Problema 4.8.6. Fie T € L(V) si * € V astfel incat T™x = 0,7™ 'z # Oy pentru
un m fixat, m € N. Demonstrati ¢ {z,Tx, T%z,...,T™ 'z} este un sistem de vectori liniar
independent;.

Problema 4.8.7. Fie B = {v;},_1;; 0 bazd in V si B' = {w;},_1; sunt n vectori oarecare
in W. Conform Teoremei 4.3.3 exista gi este unica o transformare liniara 7' € L£(V, W) astfel
incat T'(v;) = w;,© = 1,n. Demonstrati ca T este injectiva (respectiv surjectiva, bijectiva) daca
si numai daca {w;},_7; este un sistem liniar independent (respectiv sistem de generatori, baza)

n W.

Problema 4.8.8. Fie T' € L(V, W) si {uy, ug, ..., u,} € V\Ker(T) este un sistem de vectori
liniar independent. Demonstrati ca {T'(uy), T (ug), ..., T(u,)} este o multime de vectori liniar
independent;i.

Problema 4.8.9. Fie V si W spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ Kgi7T : V — W
o transformare liniara. Daca V; C V demonstrati ca T'(Span(V;)) = Span(T'(Vy)).

Problema 4.8.10. Fie transformarea liniara 7" : R?* — R? definita prin

T(z) = (z1 + 223,21 + T2 — 23), Vo = (71,72, 73) € R3. Verificati teorema rang-defect.
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Problema 4.8.11. Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K, fie
W; un subspatiu vectorial al lui W gi T € £(V, W). Demonstrati ci dimensiunea lui 7! (W)
este cel putin dimg V — dimg W + dimg W;.

Problema 4.8.12. Fie K|z]<, spatiul liniar al polinoamelor, cu coeficienti din K, de grad
mai mic sau egal cu n. Demonstrati ca aplicatia d : K[z]<,, — K]z]|<, definita prin d(p) =
p’,Vp € K[x]<, care duce fiecare polinom de grad cel mult n in derivata sa, este o transformare

liniard pe K[z]<,. Determinati matricea lui d in baza B = {1,z,z?, ...,x2"}.

Problema 4.8.13. Fie transformarea liniara 7' € £(R* R*) definita prin

T(z) = (z1 + T2, 71 + T3, Ty — T3, T1 — Tg + 2x3), YV = (21, T2, 73) € R3.

Determinati matricea lui 7' in bazele By = {u; = (1;1; —1),us = (1; —=1;1),us = (—=1;1; 1)}
si respectiv By = {v; = (0;1;1;1),v9 = (1;0; 1;1),v3 = (1;1;0; 1), vy = (1;1;1;0) }.

Problema 4.8.14. Fie R [z]|_, spatiul vectorial real al polinoamelor de grad cel mult n
cu coeficienti reali. Pentru ¢ € R [z]., ,q # 0 fixat definim aplicatia 7' : R [z]_, — Rz]_,,
Vp € R[z]|_,, T(p) = ¢, unde c este catul impartirii cu rest al lui p la q. B B

a) Aritati ci T este o transformare liniari.

b) Determinati def(T").

¢) Pentru R [z]_g §i q() = 2% 4+ 2 + 1 scrieti matricea lui T in baza B = {1,z, 2% 2°}.

Problema 4.8.15. Fie W C R",n > 2 un subspatiu vectorial cu dimgW =k, 1 < k <
n—1.FieF={fe L(R"R"), f(x)=0rn,Vr € W}. Aratati cd F este spatiu vectorial real,

sa se determine dimensiunea sa gi sa se indice o baza In acest spatiu.

Problema 4.8.16. Fie V spatiul vectorial al functiilor reale cu baza

B = {1, cos z,sin x, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z}
2m
si transformarea liniard 7' : V — V definitd prin T'(f)(z) = 4 [ sin®(z+vy) f(y)dy. Determinati
0
subspatiile Ker(T') ¢i Im(7T).

Problema 4.8.17. Fie V spatiul liniar al functiilor reale continue pe [—m, 7] si aplicatia

T :V — V definita prin T(f)(z) = }r [1+sin(t — x)f(t)dt].

a) Demonstrati ca T este aplicatie liniara gi calculati T'(f) pentru f(z) = sinx si respectiv
f(z) = cosx.

b) Aratati ca subspatiul Im(7") este finit dimensional gi determinati o baza in acest subspatiu.

Determinati ker(7') si ardtati ca este infinit dimensional.

Problema 4.8.18. Fie V, W doua spatii vectoriale peste acelati corp comutativ K. De-
monstrati cd Im(aTy + T3) C alm(Th) + G Im(Ty), V11, Ty € L(V, W), Vo, 3 € K.

Dati un exemplu pentru care incluziunea anterioara este stricta.

Problema 4.8.19. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional, 7' € £(V). Daca
dimg Im(7?) = dimg Im(7'), demonstrati cd Im(7) N Ker(T) = {Oy} si deduceti c& Im(T) +
Ker(T) = V.
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4.8. PROBLEME PROPUSE

Problema 4.8.20. (Inegalitatea lui Sylvester) Fie V;, i = 1,2,3 trei spatii vectoriale,
Tecl (Vl,VQ) s Sel (Vg,Vg) 5 dlITl]K YV, = n, atunci

(68) rang (S oT) > rang (T') + rang (S) — n.
Problema 4.8.21. Fie A, B € M,,(C). Daca AB = 0,,, atunci rang(A) + rang(B) < n.

Problema 4.8.22. Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K,

T :V — W, o transformare liniara, V; subspatiu vectorial al lui V. Atunci
(69) rang(7T") — rang (T']y,) < dimg V— dimg V;.

Problema 4.8.23. (Inegalitatea lui Frobenius) Fie V,;, i = 1,2,3,4 patru spatii vec-
toriale peste acelagi corp comutativ. K, T € £(V1,V,), S € L(V3,V3), P € L(V3,V,),

dimg Vo = n, atunci
(70) rang (P o S) +rang (S oT) < rang(S) + rang(Po SoT).

Problema 4.8.24. Fie V,V, si V3 trei spatii vectoriale finit dimensionale peste acelasi
corp comutativ K si 77 : Vi — V,, Ty : Vo — V3 doua transformari liniare. Aratati ca
dimg Ker(Ty o T1) < def(T7) + def (T3).

Problema 4.8.25. (Teorema lui Sylvester) Fie Vi, V, si V3 K-spatii vecoriale finit
dimensionale iar T} : Vi — V,, T, : V5, — V3 transformari liniare. Demonstrati ca
dimg Im(75 o T) = dimg Im(77) — dimg (Im(77) N Ker(73)).

Problema 4.8.26. Fie A, B € M, (R). Aratati ca rang(A + B) < rang(A) + rang(B).

Problema 4.8.27. Fie A, B € M,,(R). Daca exista a,b € R* astfel incdt AB = aA + bB
atunci

a) rang(A — bl,,) = rang(B — al,) = n,

b) rang(A) = rang(B).

Problema 4.8.28. Fie A € M,,(R). Demonstrati ca rang (ATA) = rang(A).

Problema 4.8.29. Daca A, B € M,,(C). Sa se arate ca

a) Daca A+ B = AB atunci rang(A) = rang(B).

b) Daca rang(A) = n — 1 atunci exista C' € M,,(C),C # 0,, astfel incat
(A+C)’ = AP+ C? ¥p € N.

Problema 4.8.30. Fie aplicatia Tr : M,(R) — R,VA € M,(R) : Tr(A) = i Qi
i=1
Demonstrati c& def(Tr) = n? — 1.
Problema 4.8.31. Fie S subspatiul matricelor M,,(R) generat de matricele de forma
AB — BA, A, B € M,(R). Demonstrati ca
(a) dimg(S) < n? —1; (b) dimg(S) = n* — 1.
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4. TRANSFORMARI LINIARE

Problema 4.8.32. In spatiul vectorial R? se considera subspatiile liniare S; si S, date de
ecuatiile S; :x+y—2=0, Sy:3x—4y—22=0.

a) Notam s = (—v,u+v,u) i y = (2u,u —v,u + 2v). Sa se arate ca aplicatia T'(s) = y
este un izomorfism intre Sy si Ss.

b) Sa se afle locul geometric al mijloacelor segmentelor care unesc punctele lui Sy cu ima-
ginile lor prin transformarea 7" din Sj.

c) Sa se determine acele izomorfisme liniare ¢ : R®> — R? care coincid cu T pe subspatiul

Si.

Problema 4.8.33. Fie {e, e, e3} 0 bazd ortonormatd in spatiul euclidian R? i si pre-
supunem ca in baza formata din vectorii f; = e; +2es+e3, fo=e1+ex+2e3, f3=e1+es

transformarea liniara 7' are matricea

11 3
A= 0 5 -1
2 7 =3

Sa se afle matricea transformarii adjuncte 7™ in aceeasi baza.

Problema 4.8.34. Determinati adjunctul endomorfismelor de mai jos relativ la produsul
scalar canonic.
Ty : R? — R3 Vo = (21,79, 73) € R3, Ty () = (21 + 229 — 13,71 — To + T3, T1 + X3),

Ty : R — RY Vo = (11, 29, 73, 14) € RY, To(2) = (21 — T2, 09 — T3, 3 — Ty, Ty — T1).

Problema 4.8.35. Se considera spatiul vectorial R [fL‘]S2 al polinoamelor de grad cel mult

doi in variabila z pe care se definegte produsul scalar

¥.0 € Rlsly. (p.) = | plaa(o)da,

Determinati endomorfismul adjunct endomorfismului 7" : R [z], — R [z], , T(p) = 2p'—3p.

Problema 4.8.36. Demonstrati ca
T:R? — R? Vr = (z1,72) € R?, T(x) = (21 cos p — T sin ¢, T sin ¢ + x5 cos )

este un endomorfism ortogonal.

Problema 4.8.37. Fie u # 0 un vector fixat in spatiul euclidian real Vgifie T : V — V,
T (x) =2 — a(x,u)u (a constanta reald) o transformare liniara.
(a) Sa se afle a € R, astfel incat T sa fie o transformare ortogonala si sa se arate ca pentru

valoarea ag # 0 gasita, avem

ToTlToT 0T =
Fie V=R3 u = 2¢; + 2e5 + €3, a = ag si {e;,7 = 1,3} baza canonici (standard) in R3.

(b) S& se scrie matricea transformarii liniare T’ in baza standard.

T, n = impar
I, n= par '
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CAPITOLUL 5
Vectori si valori proprii

In tot acest capitol, K este un corp comutativ, iar V, W, ... sunt K-spatii vectoriale de

dimensiune finita.

5.1. Endomorfisme si subspatii invariante

5.1.1. Matricea asociata unui morfism: cateva precizari. Sa notam cu V; si V,
doua K-spatii vectoriale de dimensiune finita si fie T : V; — V5 o transformare liniara. De
indata ce fixam o baza in V; gi o (alta) baza in V,, putem descrie T' prin matricea asociata
in aceste baze. Alegerea separata a celor doua baze este suficient de permisiva: putem alege
bazele astfel incat matricea asociata transformarii liniare T in aceste baze sa aiba forma:

1

0

(toate elementele neprecizate sunt egale cu 0). O astfel de matrice, de forma diagonala, ne
permite sa obtinem imediat diverse informatii despre transformarea liniara 7. De exemplu,
daca pe diagonala principala a matricei nu apare niciun 0, atunci 7" este morfism injectiv, daca
dimg (V) < dimg(V3), respectiv este morfism surjectiv daca dimg (Vi) > dimg(Vs) (conform
4.4.9).

In acest capitol, suntem insa interesati de endomorfisme de spatii vectoriale. Altfel spus,
spre deosebire de situatia generala descrisa mai sus, vom presupune ca V; = V.

Fie deci T': V — V un endomorfism liniar. Am vazut in capitolul anterior ca, in acest
caz, in loc sa alegem doua baze (una pentru domeniu si alta pentru codomeniu), este mai util
sa consideram pentru cele doua spatii vectoriale o aceeasi baza. De ce? Pentru ca, in acest
fel, putem Inlocui adunarea sau compunerea endomorfismelor lui V cu adunarea, respectiv cu

inmultirea matricelor. Altfel spus:

Teorema 5.1.1. Odata fixata o baza in spatiul vectorial V, obtinem un izomorfism canonic
intre inelul (L(V),+,0) si inelul (M, (K),+, "), unde n = dimg (V).

Noua situatie conduce in mod natural la intrebarea:

105



5. VECTORI SI VALORI PROPRII

Daca T € L(V) este un endomorfism fizat, mai este oare posibil sa alegem
o baza a lui 'V, astfel incat matricea asociata lui T in aceasta baza sa fie o

matrice diagonald?

Din pacate, raspunsul la aceasta intrebare poate fi negativ.

Exemplul 5.1.2. Sa notam cu R[X|<s spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali,
de grad cel mult 2. Fie d endomorfismul de derivare, prin care unui polinom P i corespunde
polinomul derivat P’. Vom arata ca nu exista o baza a lui R[X|<2, pentru care matricea asociata
lui d sa fie matrice diagonala. Sa presupunem contrariul: ar exista deci o baza {Fy, Fy, F3} in

R[X]<2 si scalarii a, b, ¢ € R pentru care
F{:a~F1, Fé:bFQ, F:;:C'Fg.

Deducem ca Fi, Fy, F3 sunt polinoame de grad 0, ceea ce contrazice faptul ca ele formeaza o
baza. O

Exemplul 5.1.2 ne arata ca intrebarea de mai sus trebuie nuantata. Pare mai natural sa ne

intrebam:
Cum am putea alege o baza a lui 'V, astfel incat matricea asociata endomor-

fismulut T in aceasta bazd sa fie cit mai simpla?

Desigur, intrebarea este neclara: nu am precizat inca ce ar putea Insemna faptul ca o matrice

este "mai simpla” decat altal Vom explica acest lucru in sectiunile urmatoare.

5.1.2. Reformularea algebrica. Intrebarile de mai sus se refera la endomorfismele unui
spatiu vectorial si la matricea asociata acestuia intr-o baza data. Vom reformula aceste intrebari,

intr-un context aparent diferit. Reamintim urmatoarea definitie (4.6.15).

Definitia 5.1.3. Spunem cd matricele A si B din M, (K) sunt asemenea dacd existd o

matrice inversabila U € GL,(K) asfel incat

(71) B=U"'AU.

Relatia de asemanare a matricelor are legatura cu problematica anterioara: sa ne amintim
(4.6.13) ca, la schimbarea bazei, matricea endomorfismului 7" se schimba dupa regula (71), unde
U este matricea de trecere intre baze.

Este ugor de demonstrat urmatoarea proprietate (vezi 4.6.16):
Lema 5.1.4. Asemanarea este o relatie de echivalenta pe M., (K). m]

In acest nou context, Intrebarea 5.1.1 poate fi reformulata astfel:
Data o matrice A € M,(K), cum putem determina o matrice inversabila
U € GL,(K) pentru care matricea U AU este cdt mai simpld?
Reformularea algebrica ne va permite ca, in continuare, sa ne referim sau la endomorfisme sau
la matrice: comentariul de mai sus arata ca aceasta alternanta nu schimba problema.
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5.1. ENDOMORFISME S1 SUBSPATII INVARIANTE

5.1.3. Subspatii invariante ale unui endomorfism. Pentru a calcula produsul dintre

* tnmultiri si n?(n—1) adunéri. Asadar, cand

doua matrice patratice de ordin n, sunt necesare n
calculam produsului a doua matrice patratice, efectuam un numar mare de operatii aritmetice.
Evident, numarul acestor operatii se micgoreaza daca cei doi factori au unele elemente nule. De
aceea, ar fi util ca in operatiile cu matrice sa avem factori cu cat mai multe zerouri.

Uneori, putem sa alegem forma matricelor cu care lucram. Sa consideram, de exemplu,
T,S € L(V), doua endomorfisme ale K-spatiului vectorial V. Compunerea T o S poate fi
exprimata prin produsul matricelor asociate acestor endomorfisme, intr-o baza data. Putem
spera ca, alegand convenabil aceasta baza, matricele asociate sa aiba cat mai multe zerouri.

Cum putem face 1nsa o astfel de alegere? O posibilitate: identificam subspatii vectoriale cu

anumite proprietati.

Definitia 5.1.5. Subspatiul W C V este subspatiu invariat de T (sau este subspatiu
invariant pentru T') daca:
VweW: T(w) e W,

Exemplele 5.1.6. (1) Pentru orice ' € L(V), subspatiile triviale V gi {0}, precum si
Ker(T) si Im(7T'), sunt subspatii invariate de 7T

(2) Fie R[X]<, spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de grad cel mult n i fie
d endomorfismul de derivare. Pentru orice numar k < n, subspatiul R[X]<, al polinoamelor

de grad < k, este subspatiu invariat de d. O

Vom arata in continuare in ce mod subspatiile invariante conduc la matrice mai simple.

Sa presupunem ca am reusit sa identificam doua subspatii W, si W ale lui V, invariate de
T, astfel incat V = W; @ W,. Alegem (la intamplare!) baza B; in Wy si baza By in W, i fie
B =B, UDB,.

Lema 5.1.7. In conditiile st cu notatiile de mai sus:

(1) B este o bazd a lui V;
(2) matricea asociata endomorfismului T in aceastd bazda are forma:

(0 ¢)
o C )’
unde A si C' sunt matrice patratice, iar O este o notatie generald pentru matricele nule.
Demonstratie.
(1) Rezulta din definitia si proprietatile sumei directe de subspatii (3.2.8).

(2) Fie By = {v1, va,..., Un} si B = {Vmi1, Umio,--., Uy}. Deoarece W este subspatiu
invariat de T', avem T'(v;) € Wy pentru i € 1,m; de aceea

T(UZ) = Z A j; ;5.
j=1

Altfel spus: pe primele m coloane ale matricei asociate lui 7" in baza B, apar elemente
nenule doar in primele m linii. Analog, pe ultimele n —m coloane ale matricei asociate
lui T, toate elementele din primele m linii sunt nule. O
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Asadar, daca descompunem V ca suma directa de subspatii invariante, matricea asociata lui T’
intr-o anumita baza se reprezinta ca matrice cu blocuri, in care blocurile de pe diagonala sunt
patratice, iar elementele din afara acestor blocuri sunt nule. O astfel de structurare permite
ca operatiile efectuate cu matricea respectiva (de exemplu, ridicarea la putere a matricei) sa
necesite mai putine operatii aritmetice. De aceea, descompunerea lui V ca suma directa de
subspatii invariante, de dimensiune cat mai mica, poate fi utila in calcule. Pentru aplicatiile

efective, ne raméane totusi sa raspundem la cateva intrebari:

Cum determinam subspatii invariate de un endomorfism dat? Cum descom-
punem V ca sumd directa de subspatii invariante?

5.2. Subspatii invariante de dimensiune 1

5.2.1. Vectori proprii. Valori proprii. Sa determinam mai intai subspatiile invariante
de dimensiune 1. Fie W un astfel de subspatiu si fie w un generator al sau. Deoarece T'(w) € W,

exista un scalar o € K pentru care T'(w) = a - w.

Definitia 5.2.1. Un vector nenul v € V* este vector propriu pentru endomorfismul T

daca exista un scalar A € K astfel incat
T(v) = Mv.

Scalarul X cu proprietatea de mai sus se numeste valoare proprie a lui T', corespunzatoare

vectorului propriu v.

Exemplele 5.2.2. Fie V spatiul vectorial al vectorilor din plan.

(1) Daca T este simetria fata de o dreapta d, atunci orice vector nenul, avand ca directie
dreapta d, este vector propriu corespunzator valorii proprii +1, iar orice vector nenul, perpen-
dicular pe dreapta d, este vector propriu corespunzator valorii proprii —1.

(2) Daca T este rotatia cu 90° in jurul punctului O, nu exista vectori proprii pentru 7. O

Observatia 5.2.3. Simetria fata de o dreapta si rotatia in jurul unui punct sunt izometrii
ale planului: prin aceste aplicatii, un segment se transforma intr-un segment congruent, deci
un vector se transforma intr-un vector de acelagi modul. De aceea, valorile proprii ale endo-

morfismelor din Exemplul 5.2.2 nu ar putea fi decat +1 sau —1.
Cateva proprietati ale vectorilor proprii ai unui endomorfism sunt demonstrate in continuare.

Propozitia 5.2.4. Fie v; si vy vectori proprii ai endomorfismului T', corespunzatori valo-
rilor proprii oy §i Q.
(1) Pentru orice a € K*, vectorul av este vector propriu al lui T', corespunzator aceleiagi
valori proprii aq;
(2) Daca oy = aa, atunci vectorul nenul ayvy + agvy este vector propriu al lui T (unde
ap,ay € K);
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(3) Daca oy # g, atunci vy §i vy sunt vectori liniar independenti.
Demonstratie.
(1) Observam ca avy # 0 si ca
T(avy) = aT(v1) = alayvr) = aq(avy).
(2) Calculam
T(ayvy + agvy) = a1T(v1) + axT'(v2) = ... = aq(a1v1 + agvs).
(3) Fie x1,x9 € K pentru care z1v; + xovy = 0; vom arata ca x; = x5 = 0. Din relatia
0="T(0) =T (z1v1 + Tav3) = ... = Q1 T1V1 + QT2
obtinem imediat ca
x1(ap — ag)vy = 0 si zo(ay — ag)vg = 0.
Deoarece oy — ag # 0, deducem ca xqy = x5 = 0. O

Putem interpreta Propozitia 5.2.4 astfel:

Pentru fiecare valoare proprie «, definim multimea
(72) V(a)={veV: T(v) = av}.

Multimea V() contine deci vectorul nul si toti vectorii proprii ai lui T', corespunzatori valorii
proprii a. Propozitia 5.2.4 afirma de fapt ca V(a) este subspatiu vectorial al lui 'V i ca
V(a) NV(B) ={0} dacd a # .

Exemplul 5.2.5. Daca V = R[X]<, si daca T' = d este morfismul de derivare, atunci 0
este valoare proprie a lui 7', iar V(0) = R[X]<( este multimea polinoamelor constante. o

5.2.2. Polinomul caracteristic al unui endomorfism. Polinomul caracteristic al
unei matrice. Vom exprima in coordonate conditia ca un vector sa fie vector propriu al
endomorfismului 7.

Sa fixam o baza {ej, eq,...,e,} alui Vi fie

A= (aij)i,jzﬁ
matricea endomorfismului 7" in aceasta baza. Conditia ca vectorul nenul

V=161 + Toty + ...+ TpHEH

sa fie vector propriu pentru T se exprima in baza data astfel: exista un scalar A € K pentru

care
I T

(73) A xf P
l:n xn

Egalitatea (73) reprezinta un sistem omogen de ecuatii liniare, in care z1, xo, ..., x, sunt ne-

cunoscutele, iar A este un parametru. Sistemul (73) are solutie nenula (deci vectorul propriu
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v exista, iar A este valoare proprie) daca si numai daca determinantul matricei sistemului este

nul. Am demonstrat astfel rezultatul care urmeaza.

Propozitia 5.2.6. Un scalar A € K este valoare proprie a endomorfismului T daca $i numas

daca X este solutie a ecuatier
det(zl, — A) =0,
unde A este matricea asociatda endomorfismului intr-o bazd datd. O

Definitia 5.2.7. Daca A € M, (K) este matricea asociata endomorfismului T in baza B,

atunci polinomul
Pr(X) =det(X1I, — A)
este polinomul caracteristic al endomorfismului T. FEcuatia polinomiala Pr(X) = 0 se

numeste ecuatia caracteristica a endomorfismului dat.

Definitia 5.2.7 are o lacuna: polinomul caracteristic pare sa depinda nu doar de endomor-
fismul T, ci si de baza B. Altfel spus, este posibil ca, alegdnd o alta baza a spatiului vectorial
V, deci asociind o alta matrice endomorfismului 7', sa obtinem un alt polinom.

Vom demonstra in continuare ca, de fapt, aceasta ambiguitate nu exista.

Lema 5.2.8. Polinomul caracteristic al unui endomorfism este independent de baza aleasda.

Demonstratie. Fie By si By doua baze ale spatiului vectorial V si fie A; si A; matricele
asociate endomorfismului 7" In aceste baze. Atunci exista o matrice inversabila U astfel Incat

Ay =UTA U
Folosind proprietatea multiplicativa a determinantului (2.2.23), obtinem
det(X 1, — Ay) = det(X 1, — U ' AU) = det(U (X1, — A)U) =
= det(U ") det(X 1, — A)) det(U) = det(U ") det(U) det(X 1, — A;) = det(X 1, — Ay).

Altfel spus: polinomul caracteristic asociat lui 7' in baza B; coincide cu polinomul caracteristic
asociat lui 7" in baza Bs. O

Exemplul 5.2.9. Fie V = R[X]<, spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de
grad cel mult 2 i fie d endomorfismul de derivare.
Daci fixdm baza {1, X, X?} In V, matricea asociatd lui d in aceastd baza este

000
10 0 [,
020
deci polinomul caracteristic al lui d este
X 0 0
PyX)=|-1 X 0 |=X"
0 -2 X



5.2. SUBSPATII INVARIANTE DE DIMENSIUNE 1

Consideram acum baza {X (X — 1), (X — 1)(X —2), X(X — 2)}; obtinem
X-15 -=0,5 -1

Ps(X)=| 05 X+1,5 1 |=X°>
1 —1 X
Am verificat astfel, pe un exemplu, rezultatul demonstrat in Lema 5.2.8. O

Am definit mai sus polinomul caracteristic asociat unui endomorfism. Aceeagi definitie
ne conduce la polinomul caracteristic al unei matrice: Teorema 5.1.1 ne arata ca, de
fapt, endomorfismele gi matricele reprezinta aceleasi "obiecte” matematice. In noul context, al

matricelor, Lema 5.2.8 poate fi reformulata astfel:
Lema 5.2.10. Matricele asemenea au acelasi polinom caracteristic. m|

5.2.3. Descrierea polinomului caracteristic. Este evident din definitie ca polinomul
caracteristic al unui endomorfism (sau al unei matrice) este polinom monic, de grad egal cu
dimg (V) (sau cu ordinul matricei).

Sa fixam o matrice A = (a;;) al carei polinom caracteristic este:

i,j:l,iﬂﬂ

(74) PAX)= X" X" P 4+ 0, X" 2 — .. 4+ (=1)"0,.

Propozitia 5.2.11. Coeficientul oy, din polinomul caracteristic este egal cu suma minorilor
diagonali de ordinul k din matricea A. (Reamintim cd un minor este diagonal dacd este format

din linii si coloane cu aceiagi indici.) In particular,

o1 =tr(4) =Y ay, iar o, = det(A).

i=1
Demonstratie. Sa notam cu si(A) suma minorilor diagonali de ordinul k£ din matricea A.
Trebuie sa demonstram deci egalitatea

sk(A) = oy, pentru orice k = 1, n.

Vom demonstra aceasta egalitate prin inductie dupa n. Rezultatul din enunt este evident
adevarat pentru matricele de ordin 1. Pentru a justifica pasul de inductie, este nevoie sa facem
mai Intai urmatoarea precizare.

Fie M = (fij(z)); j—1 o matrice ale cérei elemente sunt functii derivabile. Atunci determi-
nantul d(z) al acestei matrice este tot o functie derivabila. Folosind formula de calcul al unui
determinant si regulile uzuale de derivare, obtinem imediat egalitatea:

n
d'(z) =Y det(My),
k=1
unde M, este matricea obtinuta din M prin derivarea liniei de pe locul k, adica prin inlocuirea
acestei linii cu
(fr(@); fra(@); -5 fin (@)
Vom aplica aceasta formula de derivare pentru matricea M = xI, — A, al carei determinant
este functia polinomiala asociata polinomului caracteristic al lui A. In acest caz, prin derivare,
linia de pe locul k& a matricei M se inlocuieste cu linia e, = (0;0;...;1;...;0) (in care apare
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un singur 1, pe locul k). Folosind dezvoltarea determinantilor obtinuti dupa liniile inlocuite,

obtinem egalitatea
Pj(z) =Y Pa,(2),
k—1

unde Ay este matricea obtinuta din A prin taierea liniei si coloanei de pe locul k. Aceste noi
matrice A; sunt insa de ordin n — 1; conform ipotezei de inductie, stim ca toti coeficientii
polinoamelor Py, (x) sunt sume de minori principali ai matricelor Ay.

Un minor diagonal al matricei A; este Insa minor diagonal si pentru matricea A. Reciproc,
orice minor diagonal de ordin r (cu r # n) din matricea A, apare ca minor diagonal n exact

n — r matrice A;. De aceea
Pi(z)=nz""'—(n— 102" ?+ (n—2)ox" ? + ...+ (=1)"to,_,.
Deoarece, in mod evident, P4(0) = (—1)"0,,, enuntul propozitiei rezulta prin integrare. m|

Observatia 5.2.12. Aparent, demonstratia anterioara functioneaza doar in cazul corpului
numerelor reale. O analiza a tehnicilor folosite arata insa ca demonstratia poate fi adaptata

pentru orice corp comutativ.
Exemplul 5.2.13. Fie
A= (Z 2) € M,(K)
o matrice de ordinul 2. Atunci polinomul sau caracteristic are forma
Py(X) = X?— (a+d)X + (ad — be).
O

Exemplul 5.2.14. Fie A € M,,(K) o matrice antisimetrica (adica o matrice cu proprietatea
AT = —A). Atunci coeficientii o,,03,05,... ai polinomului caracteristic P,(X) sunt nuli,

deoarece determinantul unei matrice antisimetrice de ordin impar este 0. De exemplu, pentru

0 1 2
A= -1 0 -3 |,
-2 3 0
polinomul caracteristic este Py(X) = X3 + 14X. i

5.2.4. Multiplicitate algebrica. Multiplicitate geometrica. Sa fixam un endomor-
fism T € L(V) gi o valoare proprei A a acestui endomorfism. Am vazut ca, pe de o parte, A
este radacind a polinomului caracteristic Pr(X) si ca, pe de alta parte, 1i putem asocia lui A
un subspatiu V(A) C V. De aceea, valorii proprii A i se pot asocia doud numere naturale.

Definitia 5.2.15. Fie T' un endomorfism al spatiului vectorial V si fie X o valoare proprie
alui T.

(1) Multiplicitatea algebrica a wvalorii proprii A (notatd mg(X\)) este multiplicitatea
radacinii X in polinomul caracteristic Pr(X).
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(2) Multiplicitatea geometrica a valorii proprii A (notata my(\)) este dimensiunea
K-spatiului vectorial V().

Exemplele 5.2.16. (1) Fie V = R[X]<, spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti
reali, de grad < 2 si fie d endomorfismul de derivare. Am vizut cd Py(X) = X3 si ca V(0)
(subspatiul corespunzator valorii proprii 0) este multimea polinoamelor constante. De aceea
mq(0) = 3, iar my(0) = 1.

(2) Fie V spatiul vectorial al vectorilor din plan, iar 7" simetria fata de dreapta d. Polinomul
caracteristic al endomorfismului 7" este P(X) = X? — 1. Consideram valoarea proprie A = 1:
atunci mg(1) = my(1) = 1. o

In exemplul 5.2.16 am obtinut de fiecare data inegalitatea m,(\) > my(\); aceastd inegali-
tate este valabila nu doar pentru exemplele studiate, asa cum vom vedea in rezultatul general

care urmeaza.

Propozitia 5.2.17. Pentru orice valoare proprie A a unui endomorfism de spatii vectoriale,
este adevarata inegalitatea

mq(A) > mgy(N).

Demonstratie. Fie r = my(\) multiplicitatea geometrica a unei valori proprii a endo-
morfismului 7" € £(V); stim deci ca dimg(V(N)) = r.

Alegem baza {vi,vq,...,v,} a lui V(A), pe care o completam la o baza B a lui V. Vom
folosi aceasta baza pentru a calcula polinomul caracteristic al lui 7.

Deoarece, din definitie, vectorii vy, vs, ..., v, sunt vectori proprii ai lui 7T', corespunzatori

valorii proprii A, matricea asociata endomorfismului 7" in baza B este o matrice structurata in

NI, B
o C )’

(unde I, este matricea unitate de ordinul 7). De aceea

Pr(X) = det <an — ( Abh g )) = (X — \)"Po(X)

(Ultima egalitate rezulta prin dezvoltarea determinantului dupa primele r coloane.) Deducem

blocuri de forma

imediat, din definitie, ca multiplicitatea radacinii A in polinomul Pr(X) este cel putin egala cu
r. Altfel spus: my(A) < mg(A). o

5.2.5. Teorema Cayley - Hamilton: o demonstratie. Fie A o matrice de ordinul
n, cu coeficienti in corpul comutativ K. Este usor de vazut ca matricea A verifica o ecuatie

"* nu pot fi liniar inde-

polinomiala cu coeficienti in K. fntr—adevér, matricele I,,, A, A%, ... A
pendente, deoarece dimg(M,,(K)) = n? iar o combinatie liniard netriviala a lor determina o
ecuatie polinomiala verificata de A.

Observatia de mai sus are doar o natura calitativa: am aratat ca exista o astfel de ecuatie
polinomiala, fara a indica o modalitate efectiva de aflare a acesteia. Pentru aplicatiile numerice,
ar fi mult mai util sa raspundem la urmatoarea intrebare:
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Cum am putea oare explicita un astfel de polinom?

Analizam mai intai cateva cazuri particulare. Fie

a b
()
o matrice de ordinul 2. Un calcul direct ne arata ca
(75) A? — (a+d)A+ (ad — be) Iy = 0,.

O relatie asemanatoare (desigur, mai complicata) este verificata si de matricele de ordinul 3.
Aceste egalitati matriceale, observate pentru prima data de catre Arthur Cayley (1821-1895)
si William Rowan Hamilton (1805-1865), au facut posibila formularea urmatorului rezultat
general, demonstrat de catre Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).

Teorema 5.2.18. (Teorema Cayley - Hamilton) Fie A o matrice de ordinul n si fie
PA(X) polinomul sau caracteristic. Atunci

Demonstratie.

O "demonstratie” a teoremei 5.2.18 ar parea sa fie urmatoarea:
Deoarece Ps(X) = det(X1I, — A), avem

Py(A) = det(Al, — A) = det(0,) = 0.

Nu va lasati inselati de simplitatea "demonstratiei”: este falsa!! Putem vedea, de exemplu, ca
rezultatul obtinut de noi este un numar, pe cand P4(A) ar trebui sa fie o matrice.

Indicam in continuare o demonstratie corecta a teoremei. Fie
M=XI,—-Ae M,(K[X])

matricea caracteristica a lui A: determinantul acestei matrice este polinomul caracteristic
P4(X). Consideram matricea M*, adjuncta matricei M. Este evident (din modul de definire a
matricei adjuncte) ca M* € M,,(K[X]) (adica este o matrice ale carei elemente sunt polinoame
cu coeficienti in K) si ca toate elementele acestei matrice au gradul < n — 1.

Vom folosi in continuare egalitatea
M- M* =det(M) - I,.

Aceasta egalitate a fost demonstrata in Capitolul 2 (vezi 2.3.16) pentru matrice patratice cu
coeficienti intr-un corp comutativ; egalitatea ramane insa adevarata si pentru matrice patratice
cu coeficienti intr-un inel comutativ, demonstratia fiind, practic, aceeasi. (in cazul nostru,
matricea M este o matrice patratica cu coeficienti in inelul comutativ K[X].)

Pentru orice matrice F' cu elemente polinoame, exista o unica scriere de forma
(76) F=FK+X F+---+ X" F,
unde p este gradul maxim al polinoamelor ce apar in scrierea lui F, iar F; sunt matrice "scalare”,

cu coeficienti din K. In particular, pentru matricea M*, exista o scriere de forma:

(77) M*=X"" B, 1+ X" 2 B, y+---+X B + By,
114



5.2. SUBSPATII INVARIANTE DE DIMENSIUNE 1

unde By, By, -+, B,-1 € M,(K). Folosind notatia din (74) pentru polinomul caracteristic
P4(X), obtinem egalitatea

(XL, —A)(X" ' B, 1+ X" 2 By ot +B)=X"— X" -+ (=1)"0,) - L.

Egalitatea anterioara are loc intr-un inel atipic - este vorba despre inelul de polinoame la
stdnga cu coeficienti in inelul de matrice M,,(K). Nu avem insa neaparata nevoie de aceasta
formalizare: deoarece scrierea unei matrice ca in (76) este unicd, identificam in egalitatea de

mai sus coeficientii diverselor monoame de tip X* si obtinem urmatorul sistem de ecuatii:

——14130 = (__1)n(7n]ﬁ
BO - ABl = (_1)n—10.n71[n
Bl — AB2 = (_1)n—20.n72ln
Bn—2 - ABn—l = _Ulln
B,y = I,

Desi nu este de tip numeric, interpretam sistemul de mai sus ca un sistem liniar, in care
matricele By, By, ..., B,_1 sunt necunoscutele. Observam ca avem un sistem de tip Gauss,
deoarece fiecare ecuatie contine cu o necunoscuta mai mult decat precedentele. Efectuand,
de exemplu, inlocuiri succesive ale necunoscutelor, de la sfargit spre inceput (sau inmultind
la stanga ultima ecuatie cu A, penultima ecuatie cu A2,..., prima ecuatie cu A" si adunand
ecuatiile obtinute), ajungem imediat la egalitatea

A" — g A 4 0 AT — (1) o A (=)0, 0, = 0,
Altfel spus: P4(A) = 0,. o

Observatia 5.2.19. Putem explica acum egalitatea (75): polinomul caracteristic al matri-

cel A este
Py(X) = X?*—(a+d)A+ (ad — be) I,

(notatiile sunt cele din (75)).

Teorema 5.2.18 este valabila si pentru endomorfisme: pentru a o putea enunta in acest caz,
avem nevoie de cateva precizari.
Fie T € L£(V) un endomorfism fixat. Vom nota 72 = T o T si, mai general, T% =

ToTo...oT. (Prin conventie, T' = idy.) De aceea, are sens si vorbim despre endomor-
—

de k ori

fismul F(T) € L£(V), unde F este un polinom fixat din K[X]. Cu aceste notatii, Teorema
Cayley - Hamilton poate fi reformulata astfel:

Teorema 5.2.20. Fie T' € L(V) un endomorfism si fie Pr(X) polinomul sau caracteristic.
Atunci

Pr(T) = Oy,
(unde Oy este endomorfismul nul). o
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Exemplul 5.2.21. Fie V = R[X]<, spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de
grad < 2 i fie d endomorfismul de derivare (care duce un polinom F in polinomul derivat F”).
In exemplul 5.2.13, am vizut c& polinomul caracteristic al endomorfismului d este Py(X) = X3.

Teorema Cayley-Hamilton afirms ca d® = 0; vom verifica aceastd egalitate si printr-un
calcul direct. Tntr—adevér, endomorfismul d® duce un vector F' (F este, de fapt, un polinom!),
in F®). Cum grad(F) < 2, este evident cd F® = 0. Asadar, endomorfismul d*® duce orice
vector din V in vectorul nul: deci d® este endomorfismul nul. O

5.2.6. Polinomul minimal al unei matrice. Polinomul minimal al unui endomor-
fism. Comentariile de la inceputul sectiunii 5.2.5 si teorema 5.2.18 evidentiaza doua aspecte
interesante privind legatura dintre polinoame gi matrice.

Pe de o parte, gtim ca orice matrice de ordin n verifica, in inelul M, (K), o ecuatie poli-
nomiala de grad < n%. Pe de altd parte, odata fixatd o matrice de ordinul n, exista o ecuatie
polinomiala de grad n (ecuatia caracteristica) verificata de matricea data. ”Distanta” din-
tre gradul "anticipat” (n?) si cel "efectiv”’ (n) face ca urméitoarea intrebare si devina foarte

naturala:

Poate fi oare imbunatatit rezultatul din teorma Cayley - Hamilton? Altfel spus,
putem micsora gi mai mult gradul polinomului F' pentru care F(A) =0, ¢

Pentru a raspunde, vom analiza in continuare cateva exemple.

Exemplele 5.2.22. (1) Fie

Un calcul simplu ne arata ca

A? — I3 = 0;.
Asadar, in acest caz, matricea A verifica o ecuatie polinomiala de grad mai mic decéat ordinul
sau.
(2) Fie
010
B=1001
100
Folosind doar definitia, putem deduce ca matricele
100 010 0 01
I,=(010]|,B=|l100]|,B*=[100
0 01 0 01 010

sunt liniar independente in R-spatiul vectorial M3(R). Aceasta arata ca matricea B nu poate
verifica o ecuatie polinomiala netriviala de grad < 2. De aceea, In cazul matricei B, teorema

5.2.18 ofera cel mai bun rezultat posibil. O

Am vazut in exemplele anterioare ca, data o matrice patratica A de ordinul n, putem gasi
uneori polinoame F' de grad mai mic decat n cu proprietatea ca F'(A) = 0,,. Pentru comoditatea
calculelor, am fi interesati sa identificam astfel de polinoame cu grad cat mai mic posibil.
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Definitia 5.2.23. Polinomul minimal al unei matrice fizate A € M, (K) este acel poli-

nom monic pi4(X) € K[X]*, de grad minim posibil, care verifica conditia
pa(A) =0,
Din definitie rezulta imediat urmatoarea proprietate.
Lema 5.2.24. Polinomul minimal al unei matrice este unic determinat. O

Vom arata acum in ce mod putem extinde aceasta notiune gi pentru endomorfisme de
spatii vectoriale. Fie T" € £(V) un endomorfism si fie A matricea asociata lui T intr-o baza
oarecare. Vom defini polinomul minimal al lui 7" (notat u,(X)) ca fiind polinomul minimal
al matricei A. Deoarece inelele (L(V), +,0) si (M, (K), +, -) sunt izomorfe, polinomul minimal
al endomorfismului T verifica relatia

pr(T) = Oy.

Definitia de mai sus are insa o lacuna: nu este clar daca polinomul p;(X) nu depinde si de
baza aleasa, fata de care scriem matricea endomorfismului 7. Pentru a fi completa, definitia

necesita demonstrarea urmatorului rezultat.

Lema 5.2.25. Fie A,B € M,(K) doud matrice asemenea (conform Definitiei 5.1.3).
Atunci

pa(X) = pp(X).
Demonstratie. Deoarece matricele A si B sunt asemenea, exista o matrice inversabila

U € GL,(K) astfel incat
B=U1AU.

Sa observam ci matricele A% si B? sunt si ele asemenea; intradeviar
B? = (U™ AU) U™ AU) = U™ AU

Analog, se demonstreazi ca matricele A* si B* sunt asemenea, pentru orice ¥ € N. Mai general,

daci F este un polinom oarecare din K[X], atunci matricile F(A) i F(B) sunt asemenea. (In

demonstratie, folosim exprimarea matricei F(B) ca suma de "monoame” de forma aB*.)
Calculam

pa(B) = pa(UTAU) = Uy (A)U = 0,

deci pi4(B) = 0,. Din definitia polinomului minimal, avem ca

grad(pp(X)) < grad(py (X))

Relatia de asemanare a matricelor este insa o relatie simetrica: procedand analog, deducem ca
grad(pup (X)) > grad(u, (X)), adicd cele doud polinoame minimale au acelasi grad. In plus, ele
sunt polinoame monice si ambele se anuleaza atunci cand inlocuim variabila X cu matricea B.
De aici, rezulta ca cele doua polinoame sunt egale. |

Lema 5.2.24 gi Teorema 5.1.1 ne permit sa ne referim sau la polinomul minimal al unei
matrice, sau la polinomul minimal al unui endomorfism: rezultatele demonstrate in unul din
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aceste cazuri raman valabile gi in celalalt caz. Pentru simplitatea expunerii, in aceasta sectiune

ne vom referi doar la cazul matricelor.

Lema 5.2.26. Fie A € M,,(K) o matrice fizata si fie j14(X) polinomul sdu minimal. Daca
F e K[X] si F(A) =0, atunci py(X) divide F(X).

Demonstratie. In inelul K[X] aplicaim teorema Tmpartirii cu rest pentru polinoamele
F(X) sipa(X) (1.3.3): exista deci C(X), R(X) € K[X] astfel incat

F(X) = pa(X)C(X) + R(X)
si grad(R(X)) < grad(p,(X)). Deducem ca
R(A) = F(A) = pa(A)C(A) = 0,

Deoarece polinomul R(X) are gradul mai mic decat polinomul minimal p,4(X) si R(A) = 0,,

deducem ca R(X) trebuie sa fie polinomul nul: in caz contrar, contrazicem Definitia 5.2.23.
Altfel spus: p4(X) divide F/(X). o

Corolarul 5.2.27. Polinomul minimal divide polinomul caracteristic. m|

Corolarul (5.2.27) indica o posibila metoda de calcul al polinomului minimal al unei matrice.
Putem proceda astfel:
(1) Calculam polinomul caracteristic al matricei;
(2)
(3)
(4)

4) Unul din acesti divizori este polinomul minimal al matricei date.

Descompunem polinomul caracteristic in factori ireductibili in K[X];

Determinam toti divizorii monici ai polinomului caracteristic;

Exemplul 5.2.28. Fie
1 11
A=11 1 1 | € M3(R).

1 11

Polinomul caracteristic al matricei A este
Py(X) = X*(X - 3).
De aceea, polinomul minimal al lui A poate fi unul din urmatoarele polinoame:
LX, X —3,X% X(X—3),X*(X —3).

Pentru a determina efectiv care este polinomul minimal, avem de efectuat cateva calcule cu
matricea A. Folosind (5.2.26), in functie de rezultatele deja obtinute, putem evita unele din
aceste calcule. De exemplu, dacd am gasit ca A(A — 3I) = 0, atunci polinomul minimal al
matricei A nu are cum si fie egal cu X2, deoarece acest polinom nu divide X (X —3). (De fapt,
pentru exemplul analizat, polinomul minimal este chiar X (X — 3).) m]

Desi ne poate conduce la rezultat, algoritmul indicat mai sus are o restrictie de care ar
trebui sa tinem cont in aplicatiile practice: polinomul caracteristic poate avea multi divizori
monici, ceea ce ar putea conduce la calcule complicate. Rezultatul care urmeaza, demonstrat
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de catre Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), ofera o modalitate practica de simplificare a

acestor calcule.

Teorema 5.2.29. Polinomul caracteristic si polinomul minimal ale unei matrice au aceiasi
factori ireductibili in K[X].

Demonstratie. Vom demonstra mai intai teorema in cazul K = C.
Fie deci A € M,,(C) o matrice cu elemente numere complexe gi fie P4(X) si uy(X) poli-
nomul caracteristic, respectiv polinomul minimal ale acestei matrice. Deoarece polinoamele

ireductibile din C[X] sunt cele de gradul 1, este suficient si demonstram urmatorul enunt:

Orice radacina a polinomului caracteristic Pa(X), este radacing $i pentru

polinomul minimal p4(X).

Fie A o radacina a polinomului caracteristic: exista deci un vector propriu (nenul) asociat

acestei valori proprii. Altfel spus, existd o matrice coloand v = (z; x5 ... x,)T pentru care
Av = .
Este usor de viizut ca A%v = A si cd, in general, pentru orice polinom F € C[X],
F(Ayv = F(\)v.
In particular, considerand F' = p 4, obtinem

0= pas(A)v = ps(A)v,
de unde deducem imediat ca
fra(A) = 0.
Aceasta demonstratie nu mai este valabila peste un corp comutativ arbitrar K, deoarece

polinoamele ireductibile din K[X] pot avea grade > 1. Pentru cazul general, avem nevoie de
urmatorul rezultat (1.4.8):

Lema 5.2.30. Fie F € K[X] un polinom de grad > 1. FEzista atunci o extindere Ky a

corpului comutativ K, in care F' are (cel putin) o raddcind. O

Fie deci F(X) un factor ireductibil peste K al polinomului caracteristic P4(X): vrem sa
demonstram ca F(X) | uy4(X). Consideram extinderea de corpuri K C K, cu proprietatea ca
polinomul F' are o radacina A in K;. Folosind acelagi argument ca in demonstratia de mai sus,
deducem ca

fra(A) = 0.
Aplicand teorema impartirii cu rest in inelul K[X] (1.3.3), putem scrie
pa(X) = F(X) - C(X) + R(X),

unde C(X), R(X) € K[X] si grad(R) < grad(u,). Atribuind variabilei X valoarea A, obtinem
R(A\) = 0. Sa presupunem, prin absurd, cd R # 0: deoarece polinomul F' este ireductibil, iar
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grad(R) < grad(F'), polinoamele F i R trebuie sa fie prime intre ele. Exista deci polinoamele
G(X), H(X) € K[X] cu proprietatea

(78) F(X)G(X) + R(X)H(X) = 1.

Daca atribuim in (83) valoarea A variabilei X, obtinem 0 = 1, ceea ce constituie evident o
contradictie. Deducem ca R(X) = 0, deci ca F(X) divide p4(X). o

5.3. Subspatii invariante de dimensiuni arbitrare

5.3.1. Forma triangulara a unei matrice. Atentie! Tehnica folosita in demonstrarea
rezultatelor care urmeaza depaseste nivelul de pana acum al acestui curs: de aceea, aceasta

sectiune poate fi ignorata la o prima lecturd.

In sectiunile anterioare, am studiat subspatiile 1-dimensionale invariate de un endomorfism
fixat T € L(V). Am ajuns astfel sa definim cateva notiuni importante pentru studiul endo-
morfismelor (sau al matricelor), cum ar fi, de exemplu, polinomul caracteristic sau polinomul
minimal.

In aceasti sectiune, suntem interesati de subspatii de dimensiuni arbitrare, invariate de 7.

Vom porni de la urmatoarea intrebare naturala:
Exista oare subspatii invariate de T, de orice dimensiune posibila?

Dupa cum am vazut in Exemplul 5.2.2, exista situatii in care un endomorfism nu are val-
ori proprii, deci nu are subspatii invariante de dimensiune 1: cu atat mai mult, e posibil ca
endomorfismul sa nu aiba subspatii invariante de dimensiuni mai mari decat 1.

Sa analizam cu mai mare atentie aceste situatii. Valorile proprii ale endomorfismului dat
sunt radacinile din corpul K ale polinomului caracteristic. Pentru a fi siguri de existenta in
K a acestor radacini, este suficient sa presupunem ca lucram peste un corp algebric inchis,
de exemplu peste corpul C al numerelor complexe. Cu aceasta ipoteza suplimentara, vom

demonstra ca raspunsul la intrebarea de mai sus este afirmativ.

Teorema 5.3.1. Fie V un spatiu vectorial definit peste corpul numerelor complexe si fie

T € L(V) un endomorfism fixat. Exista un gir de subspatii invariate de T
vV=V,>oV,:1D0V,52D---DV; DVO,

unde dime(V,) = p, pentru orice p € 1,n.
In particular, exista subspatii invariate de T', de orice dimensiune posibila.

Demonstratie. Pentru a demonstra teorema, este suficient sa justificam urmatorul rezul-
tat mai simplu:

(**) Daca V este un C-spatiu vectorial de dimensiune n, iar T € L(V) este un endomorfim
fizxat, atunci exista in 'V un subspatiu invariat de T, de dimensiune n — 1.

Vom demonstra afirmatia (**) prin inductie dupa n.
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Pentru n = 1, afirmatia este evidenta: subspatiul nul este invariat de T si are dimensiunea
0(=n-—1).

S& presupunem acum ca afirmatia (**) este adevarata pentru orice spatiu vectorial de
dimensiune < k: vom demonstra ca are loc si pentru spatiile vectoriale de dimensiune k + 1.

Deoarece lucram peste corpul numerelor complexe C, endomorfismul 7" are (cel putin) o
valoare proprie A € C. Fie v un vector propriu corespunzator valorii proprii A si fie

W =V/Cv

spatiul vectorial obtinut prin factorizarea lui V la subspatiul propriu Cv, generat de v. Din

diagrama de transformari liniare

v L v
p p
Y W

(unde p este morfismul canonic de trecere la clase x +— x+Cv), deducem ca exista o transformare
liniara indusa
W — W,
descrisa prin
S(x 4+ Cv) =T(x) + Cv.
Deoarece dime(W) = k, iar S este un endomorfism al lui W, conform ipotezei de inductie
existd un subspatiu U C W, invariat de S, de dimensiune k& — 1. Fie E = p~!(U) preimaginea

subspatiului U prin morfismul canonic p. E este un subspatiu vectorial al lui V, de dimensiune

k. In plus, daca y € E este un vector arbitrar, atunci

deci

Deducem ca E este subspatiul cautat. O

Corolarul 5.3.2. Fie V este un spatiu vectorial de dimensiune n, definit peste corpul
numerelor compleze si fie T € L(V) un endomorfism fixat. Exista o bazd {vi,ve,...,v,} a lui
V cu proprietatea ca subspatiul generat de {vy,vs,...,v,} este subspatiu invariat de T, pentru

orice p € 1,n.

Demonstratie. In conditiile teoremei anterioare, alegem succesiv vectorii (v;); astfel incat

subspatiul generat de {v1,vq,...,v,} sa fie egal cu V,,. m|
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Corolarul 5.3.3. Fie T € L(V) un endomorfism fizat. FEzista o bazd a lui V in care

matricea lui T este inferior diagonala, adica are forma:

Al ox % L. %
0 /\2 * *
0 0 )\3 * ,
0O 0 0 ... A\,

unde N\; (numerele de pe diagonala matricei) sunt valorile proprii ale lui T

Demonstratie. Scriem matricea asociata lui T' in baza {vy, v, ..., v,} descrisa in Coro-
larul 5.3.1: din modul de alegere a acestei baze, stim ca

T(v;) € Span{wvy,vg,...,v;}, pentru orice i € 1,n.

De aceea, pe coloana ¢ a matricei asociate, toate elementele de pe pozitiile ¢ + 1,7 + 2,...,n
sunt nule. Pentru a justifica ultima afirmatie din enunt, este suficient sa calculam polinomul

caracteristic al endomorfismului 7, folosind matricea gasita. O

Observatia 5.3.4. Corolarul 5.3.3 reprezinta o varianta a Teoremei de descompunere,
demonstrata de catre Issai Schur (1875-1941). Vom arata in continuare cum putem obtine
o demonstratie a Teoremei Cayley - Hamilton (5.2.18), folosind doar acest corolar.

Fie S = Pr(T) € L(V); vrem sa demonstram ca S = 0y. Notam de asemenea f; =

T — )\; - idy. Vom folosi in continuare egalitatea

(79) S=fiofao...0fy
(Tn compunerea endomorfismelor de mai sus, ordinea factorilor poate fi schimbata, deoarece
endomorfismele f; si f; comuta.)

Alegem unul din vectorii v; ai bazei descrise in Corolarul 5.3.3 si calculam S(v;). Deoarece
fi(vi) = T'(v;) — A\jv; € Span{vy, va, ..., v;—1},

deducem ca pentru orice i € 1,n:

fiofao...ofi(v;) =0.

De aceea S(v;) = 0, pentru orice i, deci S = Oy. o

5.3.2. Descompunerea in suma directa de subspatii invariante. Sa ne intoarcem
acum la Intrebarea formulata la sfargitul sectiunii (5.1.3): Cum putem descompune V ca sumd
directa de subspatii invariante?

Intrebarea are, In continuare, sens: chiar daca am fi determinat deja diferite subspatii
invariate de endomorfismul 7', nu este clar ca V poate fi exprimat ca suma directa a acestoral
Este necesar deci sa dezvoltam noi tehnici prin care putem defini si putem determina efectiv
subspatii invariante.

Pornim de la urmatoarea constatare. Daca V = V; @& V,, unde V; si V, sunt subspatii

invariate de 7' si daca .S; este restrictia lui 7" la V;, atunci

Pr(X) = Ps,(X) - Ps,(X).
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Asadar, o descompunere a lui V ca suma directa de subspatii invariante determina o descom-
punere in factori a polinomului caracteristic Pr. Vom arata ca, in anumite conditii, este valabila
i reciproca.
Fie
Pr(X) = F(X)- G(X),
o decompunere a polinomului caracteristic, unde F' i G' sunt polinoame relativ prime intre ele

din K[X]. Definim endomorfismele f si g ale lui V, descrise astfel:
f=F(T), g=G(T).
Urmatoarele proprietati rezulta imediat din definitii i din Teorema 5.2.18:

(80) foT'=Tofgi fog=gof=0y.
Sa notam
Vi = Ker(f) si Vg = Ker(g);
evident, acestea sunt doua subspatii vectoriale ale lui V. Vom demonstra ca obtinem astfel

descompunerea dorita.

Teorema 5.3.5. Urmatoarele proprietati se refera la subspatiile definite mai sus.
(1) Vg si Vg sunt subspatii invariate de T'.
(2) V=Vr® Vg,
(3) Vi = Im(g), Vg = Im(f);
(4) dimg(Vp) = grad(F).
Demonstratie. (1) Fie v € Vp un vector arbitrar; vom demonstra ca T'(v) € Vp.
Aplicand (80), avem
f(TW)) = foT(v)=To f(v)=T(0) =0,
de unde deducem ca
T(v) € Ker(f) = Vp.
(2) Deoarece polinoamele F' si G sunt prime intre ele in inelul K[X], exista polinoamele
@, R € K[X] cu proprietatea

FQ+GR=1.
Inlocuind variabila X cu T', obtinem in inelul £(V) egalitatea
(81) foQ(T)+goR(T)=1y.

Fie w € V un vector arbitrar si fie
wy =g o R(T)(w), wy = foQ(T)(w).
Folosind (81), obtinem imediat egalitatea
W = Wy + Wa.
Vom demonstra ca w; € Vg si wy € V; Intr-adevar

flw) = fogoR(T)(wi) = Oy (R(T)(w)) = 0.
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Am obtinut deci egalitatea
V =Vr+ Vg
Pentru a arata ca descompunerea de mai sus este o suma directa, verificam daca
VrN Vg ={0}.
Fie t € Vp N Vg un vector arbitrar; deoarece f(t) = g(t) = 0, din egalitatea (81) obtinem

t=(Q(T) o f)(t) + (R(T) 0 g)(t) = 0.

(3) Pentru demonstrarea egalitatilor din enunt, se foloseste descompunerea (81): lasam
detaliile pe seama cititorului.

(4) Fie S restrictia endomorfismului 7' la subspatiul Vg: agsadar, S € L(Vg). Deoarece
F(S) este restrictia endomorfismului f(= F(T')) la Vg, din definitia subspatiului Vg obtinem
ca F(S) = Ovy,; de aceea,

ps(X) | F(X),
unde pg este polinomul minimal al endomorfismului S.

Pe de alta parte, polinomul caracteristic Pg(X) al endomorfismului S divide polinomul car-
acteristic Pr(X): afirmatia rezulta din scrierea lui V ca suma directa si din definitia polinomului
caracteristic.

Toate aceste observatii, precum si Teorema 5.2.29, ne conduc la concluzia
Pg(X) divide F(X).
Din divizibilitatea de mai sus, retinem doar ca grad(Ps(X)) < grad(F(X)) deci ca
dimg (Vg) < grad(F).
Analog,
dimg (Ve) < grad(G).
Cum
dimg(Vg) + dimg(Ve) = dimg (V) = grad(Pr(X)) = grad(F(X)) + grad(G(X)),
in inegalitatile anterioare trebuie sa avem egalitate. O
Observatiile 5.3.6. (1) Teorema 5.3.5 raméane adevéarata si in cazul in care polinomul car-
acteristic Pr(X) a fost descompus ca produs de trei sau mai multi factori relativ primi: obtinem
astfel scrierea lui V ca suma directa de mai multe subspatii invariante, numarul sumanzilor fiind
egal cu numarul de factori din descompunere. Demonstratia de mai sus poate fi ugor adpatata
si pentru acest caz.
(2) Cu exceptia ultimei afirmatii din Teorma 5.3.5, toate celelalte afirmatii raméan valabile
daca, in locul polinomul caracteristic Pr(X), descompunem polinomul mininal ca produs de

factori relativ primi: o analiza atenta a demonstratiei teoremei arata ca in prima parte am
folosit doar faptul ca FG(T') = Oy.
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5.4. Forma canonica Jordan

Am definit in (5.1.3) relatia de asemanare a matricelor patratice. Pentru aplicatiile nu-
merice, este util sa identificam un sistem complet de reprezentanti pentru aceasta relatie de
echivalenta: altfel spus, este util sa determinam un anumit tip de matrice, cu proprietatea ca
orice matrice patratica este asemenea cu o unica matrice de tipul dat. Din considerente pe care
le vom explica ulterior, vom studia aceasta problematica doar pentru matrice definite peste
corpul C al numerelor complexe.

Am vazut de asemenea ca orice matrice cu elemente numere complexe este asemenea cu o
matrice inferior triunghiulara, care are pe diagonala valorile proprii al matricei date: nu ar putea
fi oare acesta tipul de matrice cautat? Din pacate, demonstratia Teoremei 5.3.1 si demonstratia
Corolarului 5.3.3 arata ca pot exista matrice inferior triunghiulare, cu aceleasi elemente pe
diagonala principald, care nu sunt asemenea. Asgadar, matricele inferior triunghiulare nu ne
rezolva problemal

Matricele diagonale reprezinta un alt "candidat” posibil. Acestea Indeplinesc proprietatea
de unicitate, deoarece doua matrice diagonale sunt asemenea daca si numai daca au aceleasi
intrari pe diagonala (nu neaparat in aceeasi ordine). Din pacate, aga cum am vazut in Exemplul
73, nu orice matrice este asemenea cu o matrice diagonala. Din nou am dat gres!

Marie Ennemond Camille Jordan (1838 - 1922) a reusit sa identifice o clasa de matrice
"aproape diagonale”, numite matrice Jordan, care indeplinesc proprietatile dorite. Mai precis,
orice matrice patratica cu elemente din C este asemenea cu o anumita matrice Jordan si aceasta
este, In mod esential, unic determinata. O matrice Jordan asemenea cu o matrice data se
numeste forma canonica Jordan a matricei respective.

Sa explicam ce este o matrice Jordan.

Definitia 5.4.1. Un bloc Jordan corespunzator numdrului complex A este o matrice

pdtrata de forma

A0 0 ... 00
1A 0 ...00
01 A ...00
O e
000 ... X0
000 ... 1A

(Pe diagonala principala apare de p ori numarul X, iar pe diagonala imediat de sub diagonala
principald apare de p — 1 ori numarul 1. Toate celelalte intrari ale matricei sunt egale cu 0.)

O matrice Jordan este o matrice patratica, formata din blocuri Jordan asezate pe diago-
nala principala, toate celelalte intrari fiind egale cu 0:

JP1 ()‘1>

J— JP2()‘2)

th ()‘t)

Blocurile Jordan care apar pe diagonala nu sunt neaparat diferite intre ele.
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Scopul acestui capitol este demonstrarea urmatoarei teoreme.

Teorema 5.4.2. (Teorema lui Jordan) Fie A € M,,(C) o matrice de numere compleze.

Ezista atunci o matrice inversabila U € GL,(C) astfel ca

Jpl ()‘1)
Jpo (A
A _ U pg( 2) ‘ U71’

th ()‘t>
unde p1 +pa+ ... +pr =n.
Enunt echivalent: DacaT € L(V) este un endomorfism dat, atunci exista o bazd a spatiului
vectorial n-dimensional 'V in care matricea lui T este o matrice Jordan.
Matricea Jordan a lui A (sau a lui T') este unica pand la o permutare a blocurilor Jordan

de pe diagonala.

Vom demonstra in cele ce urmeaza Teorema lui Jordan, pornind de la cazurile cele mai

simple spre cazul general.

5.4.1. Endomorfisme nilpotente. Fie T € L£(V) un endomorfism nilpotent, adica un
endomorfism pentru care exista r € IN astfel ca

TT - 0\/.

Echivalent: polinomul caracteristic al lui 7" este Pr(X) = X™, unde n = dimg (V). Vom folosi
in continuare urmatoarea definitie.

Definitia 5.4.3. Un vector propriu generalizat al endomorfismului nilpotent T este un
sir de vectori nenuli, de forma

v={v,T),T*(v),..., T™ (v)},

unde T™(v) = 0. v este radacina vectorului propriu generalizat, iar m este lungimea acestuia.
Este ugor de demonstrat urmatoarea afirmatie.
Lema 5.4.4. Orice vector propriu generalizat formeaza un sistem liniar independent. 0O

Aratam acum ca Teorema lui Jordan (5.4.2) este adevarata pentru endomorfismele (sau
matricele) nilpotente. Erxistenta formei Jordan rezulta din urmatoarea propozitie.

Propozitia 5.4.5. Fie T € L(V) un endomorfism nilpotent. Atunci V are o baza formata
din vectori proprii generalizati ai lui T'.

Matricea asociata lui T in aceasta bazd este matrice Jordan.

Demonstratie. Fie r € N cel mai mic numar natural pentru care 7" = Oy; vom demonstra
propozitia prin inductie dupa 7.

Pentru r = 1, este suficient sa alegem orice baza a lui V: fiecare vector al acestei baze este
un vector propriu generalizat, de lungime 1.
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Sa demonstram acum pasul de inductie. Fie 7' € £(V) un endomorfism cu proprietatea ca

T+ = 0y. Consideram subspatiul
W =1Im(T) C V.

W este un subspatiu propriu al lui V, invariat de T'. Fie S = res(T'), restrictia endomorfismului
T la subspatiul W. Este evident ca S este un endomorfism al lui W (deoarece W este invariat
de T) ¢i ca S" = Ow (deoarece W = Im(7')). Putem aplica deci ipoteza de inductie pentru a
deduce ca exista o baza a lui W formata din vectori proprii generalizati pentru S, de forma:

Vi,Va,..., Vg,

unde v; are radacina v; gi lungimea m;. Vom incerca sa "extindem” aceasta baza la o baza a
lui V.

Deoarece vy, va, .. .,vs € W = Im(S), exista vectorii wy, wy, ..., ws € V cu proprietatea ca

v; = T'(w;), pentru i =1, s.
Obtinem astfel urmatorii vectori proprii generalizati ai lui V:

w; = {wi,T(wi),TZ(wi), o T (wy) ), i =17

Vom demonstra acum ca vectorii {wy, wa, ..., Ws} sunt liniar independenti. (Evident, afirmatia
se refera la sistemul de vectori obtinut prin reunirea vectorilor proprii generalizatil) Sa con-
sideram combinatia liniara nula:
) 33T = 0.

=1 75=0

Aplicdm 1n (82) morfismul T si {inem cont de faptul ca T™*!(w;) = 0; obtinem

r m;—1

> a7 (w;) = 0.

i=1 j=0

Deoarece T'(w;) = v;, egalitatea anterioara se mai scrie

r m;—1
(53) > aTiw) ~ o
=1 7=0
Stim Insa ca vectorii {vy,Vva,...,Vs} sunt liniar independendenti (pentru ca formeaza o baza

a lui W), iar in egalitatea (83) apar doar acesti vectori; de aceea, a;; = 0, pentru ¢ = 1,r si

j =0,m; — 1. Cu aceasta, egalitatea (82) se reduce la

=1

Deoarece t; > 1, aceasta egalitate mai poate fi scrisa
T
Z (livmiTmi_l(’Ui) = O7
i=1
folosim din nou liniar independenta vectorilor proprii generalizati {v;}; pentru a deduce ca

m, =0,Viel,r.
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Fie U = Span{vy, va,...,Vv,} subspatiul vectorial generat de vectorii proprii generalizati
determinati deja in V. Vom arata ca putem completa sistemul liniar independent {wy, ..., w,}
la 0 baza a lui V, adaugand doar vectori din Ker(7'). Aceasta va termina demonstratia propo-
zitiei, deoarece orice vector din Ker(T') este vector propriu generalizat, de lungime 1.

Pentru inceput, completam la int@mplare sistemul liniar independent {wy, wa, ..., W, }, cu
vectorii {41, Urt2,...,U,}, pentru a obtine o baza a lui V. Vom arata ca putem modifica
vectorii nou adaugati, pentru ca acestia sa apartina nucleului lui 7, iar sistemul de g vectori
proprii generalizati astfel obtinut sa ramana baza in V.

S& consideram de exemplu vectorul wu,,1; deoarece T'(u,11) € W, iar {vy,..., v} este o

baza a lui W, putem scrie

r m;—1 r m;—1
(84) T(urs1) =Y > i T T (v;) = => > ;T (wy;)
=1 7=0 =1 7=0

(in ultima egalitate, am tinut cont de faptul ca v; = T'(w;), ¢ = 1, 7).
Fie
r m;—1

U/;;1:UT+1_ZZOC7,] z

i=1 j=0
este clar ca T'(u,;1) = 0 si ca, prin Inlocuirea lui u, 1 cu u,11, obtinem tot o baza.

Procedam analog cu ceilalti vectori ai bazei, nou adaugati: obtinem astfel o baza a lui V
formata din vectori proprii generalizati pentru 7.

Justificam acum ultima parte a Propozitiei 5.4.5. Fiecare vector propriu generalizat v,
ale carui componente v, T'(v), T?(v), ..., T™ ! (v) reprezintd o parte din baza identificatd mai
sus, determina in matricea asociata lui T celula Jordan J,,(0). Intr-adevir, pentru a scrie
matricea asociata lui 7', trebuie sa exprimam 7'(u) in functie de elementele bazei, unde u este,
pe rand, fiecare element al bazei. Cand ajungem la secventa reprezentata de componentele lui
v, constatam ca T actioneaza asupra acestor componente prin "translatie” spre dreapta (adica
T duce componenta de pe locul ¢ in componenta de pe locul ¢ + 1, iar ultima componenta este
dusa in 0). Deoarece baza lui V este formata din vectori proprii generalizati, matricea asociata
lui 7" este o matrice Jordan. |

Am demonstrat mai sus ezistenfa matricei Jordan a unui endomorfism nilpotent (sau, echiva-

lent, a unei matrice nilpotente). Ramane sa raspundem la intrebarea:
Este aceasta matrice Jordan unic determinata?

Demonstratia Propozitiei 5.4.5 nu ne ajuta sa dam un raspuns: in aceasta demonstratie, alegem
succesiv elemente ale unei baze din V. Apriori, aceste alegeri (care permit un grad mare de
libertate) influenteaza matricea asociata endomorfismului. Cu toate acestea, vom demonstra ca
matricea Jordan are o anumita proprietate de unicitate. Precizam in continuare ce se intelege
prin aceasta.

Sa presupunem ca am fixat o baza a lui V, formata din vectori proprii generalizati pentru
T. O permutare a vectorilor proprii generalizati ce constituie baza aleasa determina aceeasi
permutare a blocurilor Jordan de pe diagonala matricei asociate lui 7. Asadar, nu ne putem
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astepta ca matricele Jordan asociate lui 7" in doua baze diferite, sa fie “absolut” identice; totusi,
daca permitem premutarea blocurilor de pe diagonala principala, atunci unicitatea poate fi

demonstratal

Propozitia 5.4.6. Fie J o matrice Jordan a matricei nilpotente A, formata din n, blocuri
Jordan de ordinul 1, ny blocuri Jordan de ordinul 2, . . ., asezate pe diagonala principala. Atunci

(85) n; = rang(A"™") — 2rang(A") + rang( A1), pentru orice i > 1.

Altfel spus: matricea Jordan J este unic determinatd de matricea A, pand la o permutare

a blocurilor de pe diagonala principala.
Demonstratie. Fie U € GL,(C) o matrice inversabila cu proprietatea ca
J=UTAU.
Deoarece
J' = U"tA'U, pentru orice i € N,
avem egalitatea
(86) rang(A’) = rang(.J"), pentru orice 1.

De aceea, este suficient sa caracterizam numarul de blocuri Jordan ale lui J de un anumit ordin,
in functie de rangul diverselor puteri ale lui A.

Vom folosi in continuare urmatorul rezultat, a carui demonstratie este lasata ca exercitiu.

Lema 5.4.7. Fie

00 ... 00

10 ... 00
B=1|01 001,

00 ... 10

un bloc Jordan de ordin p, corespunzdtor numdrului 0. Atunci B' se obtine prin deplasarea
diagonalet nenule, cu it — 1 pozitic mai jos.
De aceea: rang(B") = p — i pentru i < p, iar rang(B’) = 0 pentru j > p. m|

Revenim la demonstratia Propozitiei (5.4.6). Matricea Jordan J este o matrice organizata

in blocuri; aceasta organizare ne permite sa exprimam usgor puterile lui J:

(87)

daca J = ) , atunci J' =
Jpr (0) Jpr (O)Z
De aceea

rang(.J') = rang(.J,, (0)") + rang(J,,(0)") + ... + rang(J,, (0)").
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Tinand cont de Lema (5.6.2) si de (86), obtinem urmatorul sistem de ecuatii liniare:

ni+no+ ny+ ng+... = n—rang(A)

ny+2ny +2n3 +2n4+... = n —rang(A?)

(88) ny+2ny+3n3+3ny+... = n—rang(A?)
ny+2ny +3nz +4ng+... = n —rang(A?)

Sistemul (88) este compatibil determinat si are solutia
n; = rang(A") — 2rang(A’) + rang(A™1),

pentru orice ¢ > 1. (Tn egalitatea anterioari, am considerat prin conventie A° = I,,.)

In concluzie: matricea Jordan asociatd unei matrice nilpotente A este unic determinata. O
Observatia 5.4.8. Numerele n; definite in Propozitia 5.4.6 indeplinesc evident conditia
1-m+2-n+3-n3+---=n,

unde n este ordinul matricei A.

Exemplul 5.4.9. Fie

0 1 1 0
-1 2 0 1

A= 10 -2 1 €M4<C).
0 -1 -1 0

Un calcul simplu aratd c& polinomul caracteristic al matricei A este P4(X) = X*; deducem de
aici ca A este matrice nilpotenta.

Deoarece
-2 2 =2 2 0000
, |22 =2 2] 4 (o000
A=l 9 0 A =1g000|
2 =2 2 =2 0000
rang(A) = 2, rang(A?) = 1, rang(A%) = rang(A?) = rang(A®) = 0. De aceea

n, = rang(l;) — 2rang(A) + rang(A?) =1,
ny = rang(A) — 2rang(A?) + rang(A*) = 0,
ns = rang(A?) — 2rang(A4®) + rang(A*) =1,
ny = rang(A*) — 2rang(A*) + rang(A®) = 0.

Agadar, matricea Jordan asociata lui A are o celula de ordin 1 si o celula de ordin 3, deci

O

5.4.2. Forma canonica Jordan: cazul general. In sectiunea anterioara, am demonstrat
ca Teorema 5.4.2 este adevarata pentru endomorfismele (sau matricele) nilpotente. Vom arata
acum n ce mod putem folosi aceasta demonstratie, pentru a justifica teorema in cazul general.
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5.4.2.1. Endomorfisme cu o unicd valoare proprie. Sa presupunem acum ca 1T € L(V)
este un endomorfism care are o unica valoare proprie \; altfel spus, presupunem ca polinomul
caracteristic al lui T are forma

Pp(X) = (X =)
Fie
S=T—X\-idy;
obtinem astfel un endomorfism nilpotent al lui V. Conform Propozitiei 5.4.6, exista o baza a

lui V 1n care matricea asociata endomorfismului S este o matrice Jordan, de forma

‘]P1 (0>
Jp, (0
JS _ Pz( )
Jpr (O)
Daca exprimam 1n aceeasi baza matricea lui T', obtinem matricea
JP1 (A)
‘]Pz ()‘>
Ip, ()

care este o matrice Jordan asociata endomorfismului 7.

Reciproc, daca J este o matrice Jordan asociata lui T (nu neaparat matricea de mai sus!),
atunci J — X\ - I, este o matrice Jordan asociata lui S. Pentru endomorfismele nilpotente, am
demonstrat insa unicitatea matricei Jordan asociate (in sensul Propozitiei 5.4.6); aceasta arata
ca lui T' i se poate asocia o unica matrice Jordan.

Discutia anterioara arata ca Teorema 5.4.2 este adevarata pentru endomorfismele (sau ma-
tricele) care au o unica valoare proprie.

5.4.2.2. Endomorfisme arbitrare. Fie acum T' € L(V) un endomorfism arbitrar al spatiului

vectorial complex V. Notam
Pr(X)=(X =X (X = X)*2 - (X — M\)™

polinomul caracteristic al lui T, unde Ay, Ao, - -+, \; sunt valorile proprii distincte ale lui T

Definim subspatiile vectoriale V; <g V, i = 1,t, descrise astfel:
V; = Ker((T — /\z : Zdv)sl)

Polinoamele F; = (X — \;)® sunt relativ prime intre ele. De aceea, conform Teoremei 5.3.5,
fiecare dintre subspatiile V; este subspatiu invariat de 7', cu dime(V;) = s;. Fie S; € L(V;)
restrictia lui 7' la subspatiul V;. Deoarece polinomul F;(X) = (X — \;)% este polinomul
caracteristic al lui S; (conform Teoremei 5.3.5), deducem ca fiecare dintre endomorfismele S;
are o unica valoare proprie J);. Suntem astfel in conditiile sectiunii (5.4.2.1): pentru fiecare
dintre aceste morfisme, exista deci cate o matrice Jordan M, care reprezinta matricea asociata
endomorfismului .S; intr-o anumita baza B; a subspatiului V;.

Deoarece V = @®;V,, reuniunea bazelor B;, fixate in fiecare dintre subspatiile V;, determina
o baza B a lui V. Daca pastram in B ordinea vectorilor din bazele B;, matricea lui T" in baza B
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se obtine prin scrierea succesiva, pe diagonala, a matricelor Mj; este evident insa ca matricea
M astfel obtinuta este o matrice Jordan.

Pentru a demonstra unicitatea matricei Jordan asociata lui T, vom folosi un argument
analog celui din Propozitia 5.4.6. Fie J o matrice Jordan asociata morfismului 7" si fie A o
valoare proprie fixata a morfismului. Notam cu n; numarul de blocuri Jordan, care au ordinul ¢
si sunt asociate lui A, ce apar pe diagonala matricei J. Vom demonstra ca numerele n; verifica
un sistem analog cu (88).

Argumentul care urmeaza se bazeaza pe cateva rezultate, care au fost demonstrate deja in
capitolele anterioare; pentru a fi mai usor de urmarit de catre cititor, reluam aici enunturile

lor.

Lema 5.4.10. Daca
B 0
este o matrice-bloc, in care B st C sunt matrice patratice, atunci

(1) rang(M) = rang(B) + rang(C);

(2) pentru orice p € N,
BP0
P _
M - ( - ) .

Fie B = J — X - I,; aplicand Lema 5.4.10 obtinem imediat urmatoarele egalitati, similare
celor din (88):

ni+ng+ ny+ ng+... = n—rang(B)

ny+2ny +2n3 +2n4+... = n —rang(B?)

(89) ny+2ny +3nz +3ng+... = n—rang(B3)
ny+2ny +3nz +4ng+... = n —rang(B?)

Matricea B este insa matricea asociatda endomorfismului ¢ = 7" — A - idy in baza B (de
mai sus); de aceea, pentru orice p € N, rang(BP) (care este egal cu rang(g”)) depinde doar
de endomorfismul 7. Vedem deci ca numerele n; (care verifica sistemul (89)) depind doar de
morfismul 7. Faptul ca aceste numere sunt unic determinate demonstreaza unicitatea matricei
Jordan asociate lui 7.

Am demonstrat astfel Teorema 5.4.2 in cazul general.

Definitia 5.4.11. Forma canonica Jordan a unui endomorfism (sau a unei matrice)

este unica matrice Jordan asociata endomorfismului (sau matricei).

5.5. Algoritmi pentru determinarea formei canonice Jordan

Vom explicita, In cele ce urmeaza, cateva modalitati practice de determinare a formei canon-
ice Jordan. Pentru a facilita intelegerea acestor algoritmi, am ales de fiecare data sa 1i explicam
prin exemple.
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5.5.1. Metoda calcularii rangului.

Exemplul 5.5.1. Fie

6 -9 5 4
7 —-13 8 7T
A=1g 17 11 8
1 -2 1 3

Explicitam, pentru aceasta matrice, algoritmul descris partial in Propozitia 5.4.6.

e Pasul 1: calculam polinomul caracteristic al matricei
PAo(X) =det(XI; — A) = (X —2)*(X —1).

e Pasul 2: determinam valorile proprii si dimensiunile subspatiilor invariante corespunza-
toare. Valorile proprii sunt 2 si 1; subspatiile corespunzatoare au respectiv dimensiunile
3 si 1 (egale cu multiplicitatile algebrice ale valorilor proprii).

e Pasul 3: identificam dimensiunile blocurilor Jordan, pentru fiecare valoare proprie in
parte. Exista un singur bloc Jordan corespunzator valorii proprii 1, de ordin 1. Notam
ny, no, ng numarul de blocuri Jordan de ordin 1, 2, respectiv 3, corespunzatoare valorii
proprii 2. Pentru matricea B = A — 214, calculam

4 -9 5 4 -3 6 —3 -3 3 -6 3 3
|7 -15 8 7 , | -6 12 -6 —6 s |6 -12 6 6
B=lgs aros || 7w 7 7|87 w7
1 -2 11 -1 2 -1 -1 1 -2 11

Deoarece rang(B) = 2, rang(B?) = 1, rang(B?) = 1, din sistemul (89) obtinem
ny = 1,712 = 1,713 = 0.

e Pasul 4: scriem forma canonica Jordan a lui A.

1 0
Ja =

o O O
O O N O
=N OO
N O O

5.5.2. Metoda explicitarii bazei.

Exemplul 5.5.2. Fie T : C* — C* endomorfismul descris prin
T(x,y,z,t) = (x — 2y — t; =3z — 6y — 3z — 4¢; 2; 3z + 13y + 3z + 8t).

Vom folosi modul de calcul prezentat in demonstratia Propozitiei 5.4.5, pentru a determina

efectiv o baza In care matricea asociata lui T este matricea Jordan.

e Pasul 1: determinam polinomul caracteristic al endomorfismului. Folosim pentru

aceasta, de exemplu, baza canonica si matricea lui T" In aceasta baza. Obtinem
Pr(X)=(X—1)~
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e Pasul 2: Explicitam endomorfismul nilpotent S = 7" — 1 - id¢s. Matricea acestui

endomorfism n baza canonica este

0 -3 0 3
-2 =7 0 13
B = 0 -3 0 3
-1 -4 0 7
e Pasul 3: identificim subspatiile vectoriale Im(S), Im(S?), Im(S?). Pentru aceasta, cal-
culam
39 0 —18 0000
, | 130 -6 ., 0000
B = 39 0 —18 B = 0000
1 30 -6 0000

Deducem cd Im(S) = Span{(0;2;0;1)7,(3;7;3;4)T}, Im(S?) = Span{(3;1;3;1)"},
iar Im(S?) = (0). (Imaginea unui morfism este generata de coloanele matricei core-
spunzatoare morfismului, intr-o baza data.)
= (3;1;3; ).
Observam ca vectorul ales se poate reprezenta sub forma v = S(w), unde w =
(w) = v}.
e Pasul 5: continuam procesul de completare a bazei. Scriem w = S(t), unde t =
(1;0;0;0)" € €*. Obtinem vectorul propriu generalizat {t,w = S(t),v = S*(t)}.

Stim ca acesti trei vectori sunt liniar independenti: completam sistemul {¢,w, v}

e Pasul 4: alegem o bazd in Im(S?). De exemplu, alegem vectorul v

(0; —2;0; —1)T € Im(S). Am obtinut vectorul propriu generalizat {w, S
S

la 0 bazd a lui C*, folosind, de exemplu, vectorul e; = (0;1;0;0)7.
e Pasul 6: modificam vectorul adaugat. Deoarece
S(eg) = —3w —v = S(—t — 3w),
Inlocuim vectorul e; cu vectorul
q=ey+t+3w=(-3;-1;0,-1)" € Ker(9).

Am obtinut baza {t,w,v,q}, formata din vectori proprii generalizati pentru S. Ma-

tricea lui T' In aceasta baza este matricea Jordan
1 0 0 0

1
Js = 0
0

o= =

0
1
0

= o O

Exemplul 5.5.3. Fie

-1 1 |’

-6 -1 4 2
matricea asociatd endomorfismului 7 € £(C?), in baza canonicd. Vom determina matricea
canonica Jordan a lui T si baza lui C* in care matricea asociatd acestui endomorfism este

matricea Jordan; folosim pentru aceasta algoritmul descris in demonstratia Propozitiei 5.4.5.
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Pasul 1: determinam polinomul caracteristic al endomorfismului.
Pp(X) =det(XIy — A) = (X —3)3(X +2).
(X —3)3si G = X + 2 factorii

relativ primi in care se descompune Pr(X) si fie f = F(T) si ¢ = G(T) endomorfismele

Pasul 2: explicitam subspatiile invariante. Fie F' =

)
corespunzatoare. Definim (ca In sectiunea (5.3.2)) Vp = Ker(f) = Im(g) si Vg = Ker(g) =
Im(f): stim ci acestea sunt subspatii invariate de T si ci C* = Vy @ V.
Pentru a explicita aceste subspatii vectoriale, calculam

1 1 1 1 6 1 1 1
-1 -1 -1 -1 . -1 4 -1 -1
B=A-3],= 6 1 -4 1 siC=A+2I,= 6 1 1 1 ;
-6 -1 4 -1 -6 -1 4 4
atunci

Vi ={veC*: B3 =0} =Span{v; = (1;0;1;0)", v, = (0;1;0;0)", v3 = (0;0;0; 1)},
iar
Vg = {veC*: Cv=0}=Span{w, = (0;0;1; -1)"}.

Pasul 3: explicitam restrictiile endomorfismelor S = T — 3 -idcs si U = T + 2 - idea la
subspatiile invariante Vg, respectiv V.

Pentru aceasta, calculam de exemplu matricea E asociata endomorfismului S|y, in baza
{v1,v9,v3}. Deoarece S(vy) = (2;—2;2; —2)T = 2v; — 20, — 203, prima coloani a matricei
cautate este (2; —2; —2)T. Procedand analog cu ceilalti vectori din bazi, obtinem

2 1 1
E=| -2 -1 -1
-2 -1 -1
Folosim acum procedeul din exemplul anterior, pentru a determina in YV o baza convenabila,

in care matricea lui S|y, este matrice Jordan: aceasta baza poate fi, de exemplu
{p1=(0:1;0)",po = (L =L =1)", py = (0 =1; )"},

Atentie! Baza obtinuta mai sus este exprimata in coordonate, in functie de baza {vy, v, v3},
aleasd In Vp. Pentru a obtine exprimarea vectorilor p; ca vectori din C* (adica din spatiul
vectorial initial), tinem cont de exprimarea vectorilor v; in baza canonica. Obtinem astfel

urmatoarea baza a lui Vg:
pr=1v2=(0;1;0;0)", po = v1 — w2 —v3 = (1; =1;1; =1)", p3 = —va + v3 = (0; —1;0;1)""

Pentru spatiul Vg, calculele sunt mult mai simple: acesta este de dimensiune 1 si, de aceea,
matricea asociata endomorfismului Uly,, In baza {w;} este matricea Jordan.

Pasul 4: scriem matricea Jordan a lui 7. Am determinat anterior baze in Vg si in Vg,
in care matricele asociate restrictiilor lui S i, respectiv, U la aceste subspatii, sunt matricele
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Jordan. Reuniunea acestor baze, adica B = {p1, p2, p3, w1}, formeaza o baza a lui V pentru

care matricea asociata lui 7" este matricea Jordan. Explicitam aceasta matrice si obtinem

370" 0 0
130 0
Jr=1""0m o
00 0/=9

Pentru exemplul analizat, am obtinut atat forma canonica Jordan a endomorfismului dat, cat
si 0 baza In care matricea asociata este matricea Jordan. In plus, calculele facute ne permit sa
determinam imediat o matrice inversabila U cu proprietatea ca U AU = J4: aceasta poate fi,

de exemplu, matricea de trecere intre baza canonica si baza B determinata mai sus. O

5.6. Aplicatii: calcule cu matrice

Vom prezenta in continuare cateva aplicatii ale formei canonice Jordan a unui endomorfism
(sau a unei matrice). Vom ardta in ce mod putem folosi aceasta matrice cvasi-diagonala in

calculele efective.

5.6.1. Calculul puterilor unei matrice. Fie A € M,,(C) o matrice cu elemente com-
plexe, de ordinul n. Ne dorm sa identificam algoritmi eficienti pentru calcului puterilor matricei
A.

Pentru a calcula, de exemplu, A'°, pare si fie nevoie si calculam, pe rand, toate puterile
AF . cu k < 10, ceea ce mareste mult complexitatea calculelor.

O abordare mai eficienta ar putea fi urmatoarea: calculam A%, apoi A* = (A?)?2, apoi analog
A® gi finalizam calculul efectuand A® - A2, Metoda este mai eficients, dar are dezavantajul ci
toate puterile de exponent putere de 2 ale lui A trebuie memorate, ceea ce consuma memorie
(in conditii de calcul electronic).

Forma canonica Jordan a matricei A poate eficientiza gi mai mult aceste calcule. Pentru a

intelege afirmatia anterioara, avem nevoie de rezultatul care urmeaza.

Propozitia 5.6.1. Fie

a 0 0 . 0 0
1 a 0 ... 00
J = oo SR
000 ... a0
000 ... 1T a

un bloc Jordan de ordin p, corespunzator numarului a.
Daca F € C[X] este un polinom arbitrar, atunci

F(a) 0 0 0 0
F'(a)/1! F(a) 0 0 0

"(a)/2! "(a)/1! a
ro-| " e R
Fo-2(a)/(p—2)! FOI(a)/(p—3) FoIa)/(p-4) ... Fla) 0
F*Y(a)/(p—1! F"D(a)/(p-2)! FC(a)/(p—3)! F'(a)/1! F(a)



5.6. APLICATII: CALCULE CU MATRICE

Demonstratie. Va fi suficient sa verificam relatia din enunt, pentru polinoame de forma
F(X) = X", deoarece orice polinom este o suma de monoame. Am observat deja (vezi Lema
5.6.2) ca formula este adevarata pentru a = 0. Ne putem insa reduce la acest caz, deoarece

J=J-al,
este un bloc Jordan corespunzator numarului 0 pe diagonala. O
Exemplul 5.6.2. Fie
1 -3 0 3
-2 —6 0 13
A=1 ¢ 31 3 [¢M(O
-1 -4 0 8

matricea endomorfismului 7" din exemplul 5.5.2. Ne propunem si calculdm A'°, folosind forma
Jordan a acestei matrice.

In exemplul citat, am determinat efectiv baza B = {t,w,v,q}, in care matricea asociata lui
T este matricea Jordan J = Jp. Altfel spus, stim ca U 'AU = J, unde

1 0 3 =3
0 -2 1 -1
U= 0 0 3 O
0 -1 1 -1

este matricea de trecere intre baza canonica si baza B. Propozitia 5.6.1 ne arata cum putem
calcula rapid puterile lui J; in particular,

1 0 0 0
o_ |10 1 00
45 10 1 0 |’
0 0 01
Deoarece ULAYU = J° obtinem imediat
136 375 0 —780
_ 25 66 0 —140
10 _ 77 71077-1 _
AT=UTTU = 135 375 1 =780
35 95 0 —199

O

5.6.2. Calculul polinomului minimal. Teorema lui Frobenius (5.2.29) precizeaza unele
conditii necesare pe care le indeplinegte polinomul minimal al unei matrice date (sau al unui
endomorfism). Vom arata acum cum putem determina imediat polinomul minimal al unei
matrice, odata ce am determinat forma canonica Jordan a acesteia.

Fie deci A € M,,(C) o matrice data si fie

Jpl ()‘1)

JA _ ‘]PQ <)‘2)

th (At)
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forma sa canonica Jordan. Este suficient sa determinam polinomul minimal al matricei Jyu,
deoarece acesta coincide cu polinomul minimal al lui A. Conform Propozitiei 5.6.1, daca F' €
C[X] este un polinom arbitrar, atunci

F(Jy) =0« F(\)=F(\)=...= F®=Y()\)) =0, pentru orice i = 1, 1.

Asadar, F' este polinomul minimal al lui J4 (deci si al lui A) daca gi numai daca acesta este
polinomul nenul, monic, de grad minim posibil, care are fiecare numar \; ca radacina multipla

de ordin > p;. Am demonstrat astfel rezultatul urmator.

Propozitia 5.6.3. Polinomul minimal al matricei Jordan J este egal cu
p(X) = (X —a1)" (X —ag)™ - (X —ay)",

unde ay,as, - -+ ,as sunt valorile proprii distincte ale lut J, iar r; este ordinul mazxim al blocurilor
Jordan ce compun J, asociate valorii proprii a;.

In calculele efective, acest rezultat nu este prea util, deoarece este mai usor sa cautam prin

incercari polinomul minimal al unei matrice, decat sa determinam forma Jordan.

Exemplul 5.6.4. Pentru matricea A din Exemplul 5.5.3, polinomul minimal este
pa(X) = (X = 3)%(X +2).
O

Exemplul 5.6.5. Sa analizam din nou matricea A (asociata endomorfismului 7") din Ex-
emplele 5.5.2 gi 5.6.2. Folosind Propozitia anterioara gi matricea Jordan a lui 7' (din 5.5.2),
obtinem imediat polinomul minimal al matricei A: acesta este

pa(X) = (X - 1)%

Vom folosi acest polinom pentru a calcula A'°, utilizand o metoda diferita de cea din Exemplul

5.6.2. Aplicam Teorema Tmpartirii cu rest (1.3.3):
(90) X0 =(X -1 O(X) + (45X* — 80X + 36).
Inlocuind in (90) variabila X cu matricea A, obtinem

AV = 4542 — 80A + 361, =

4 3 0 —12 1 =30 3 36 0 0 0
-3 —10 0 20 -2 —6 0 13 0 36 0 0
Blog 3 1 27 %0 313 |70 03 o0l
-1 =5 0 9 -1 -4 0 8 0 0 0 36
ceea ce conduce la acelasi rezultat ca in Exemplul 5.6.2. O
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5.6.3. Calculul inversei unei matrice. Algoritmul de calcul al inversei unei matrice
(2.3.16) necesita un numar mare de operatii algebrice. De exemplu, daca matricea are ordinul
5, atunci, pentru a scrie matricea A™!, este nevoie si calculim un determinant de ordinul 5 si
25 de determinanti de ordinul 4.

Calculatoarele electronice reprezinta un instrument extrem de util in realizarea acestor
calcule; pentru a fi eficiente insa, programele de calcul trebuie sa utilizeze un numar cat mai
mic de operatii aritmetice. O modalitate eficienta de calcul se poate obtine utilizand polinomul

minimal al matricei.
Exemplul 5.6.6. Fie A matricea analizata in Exemplele 5.5.2, 5.6.2 si 5.6.5. Stim ca
0,=(A—1,)°=A%-3A* + 34— I,.
Din relatia anterioars (In care nu am folosit decat faptul ca 4 (X) = (X — 1)), obtinem

0,=A%>—3A+3I,— A~ L.

De aceea
43 0 —12 1 -3 0 3 1000 412 0 —21
L | =3 “10 0 20 9 6 0 13 01o00]| |3 110 —19
A 3 3 1 12|30 31 3|(™loo10]7]3 121 —21
1 -5 0 9 1 40 8 000 1 9 7 0 —12
O

5.7. Matrice diagonalizabile

Am inceput acest capitol cu o Intrebare naturala: este oare orice endomorfism de spatii
vectoriale diagonalizabil? Stim deja ca raspunsul este negativ; ar fi totusi util sa putem raspunde

la 0 noua intrebare:
In ce conditii un endomorfism dat este diagonalizabil?

Avand in vedere modul 1n care se determina matricea unui endomorfism intr-o baza, urméatoarea

conditie este evidenta.

Lema 5.7.1. T este diagonalizabil daca si numai daca exista o baza a lui 'V formata din

vectori proprii at lui T O

Cu aceasta, nu am raspuns insa la intrebarea de mai sus; am inlocuit-o doar cu o alta, la
fel de complicata: In ce conditii, exista o baza formata din vectori proprii ai unui endomorfism
dat?

Am vazut ca oricarei matrice A € M,,(C) i se poate asocia o matrice Jordan. O matrice
diagonala este un caz particular de matrice Jordan, in care toate blocurile de pe diagonala sunt
de ordin 1. De aceea, putem folosi unicitatea formei Jordan, pentru a caracteriza matricele
diagonalizabile.
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Teorema 5.7.2. Fie A € M,,(C) o matrice i fie A\, Aa, ..., Ay valorile sale proprii dis-
tincte. Urmatoarele conditii sunt echivalente:
(1) A este diagonalizabila;
2) F(A)=0,, unde F(X) = (X = A)(X = X2) ... (X = A\n);
3)
)

(

(3) Polinomul minimal (X)) se descompune in factori liniari distincti;
(4) Polinomul minimal p,(X) nu are radacini multiple.
(5

) Pentru orice valoare proprie A, mq(A;) = mg(\;).

Demonstratie. Vom justifica doar (4) = (1), celelalte implicatii fiind lasate ca exercitiu
cititorului. Fie J forma canonici Jordan a lui A. In ipoteza (4), propozitia 5.6.3 ne arata ca
toate blocurile Jordan care apar pe diagonala matricei J sunt de dimensiune 1, deci matricea J
este o matrice diagonala. Cum A si J sunt matrice asemenea, deducem ca A este diagonalizabila.

m]

5.8. Probleme propuse

Problema 5.8.1. Demonstrati Lema 5.1.4, care afirma ca asemanarea matricelor este o

relatie de echivalenta pe M, (K).

Problema 5.8.2. Calculati valorile proprii ale urmatoarelor matrice cu coeficienti complecsi:

4 -1 =2 4 1 1 1 11 2 =5 -3
A=|2 1 2|, B=|241|,c=|01 1|, D=3 15 12
1 -1 1 01 4 1 01 1 -1 1
Problema 5.8.3. (1) Demonstrati ca matricea
a1b1 a1b2 . albn
A— ag.bl ag.bQ e agbn
anbl anbg e anbn

are rangul < 1.

(2) Folositi Teorema 74 pentru a calcula polinomul caracteristic al matricei A.

(3) Precizati valorile proprii ale matricei A si determinati multiplicitatea algebrica gi mul-
tiplicitatea geometrica a fiecareia dintre aceste valori proprii.

(4) Decideti daca matricea A este diagonalizabila.

Problema 5.8.4. Fie A, B € M, (K) si fie

w4 8)

matrice-bloc de ordin 2n. Demonstrati ca polinomul caracteristic al matricei M este egal cu
produsul polinoamelor caracteristice ale matricelor A+ B si A — B.

Enuntati un posibil rezultat pentru polinomul minimal al matricei M. Verificati apoi acest
rezultat pe cateva cazuri particulare si, daca se dovedeste adevarat, Incercati sa 1l demonstrati!
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Problema 5.8.5. Fie T' € £(V) un endomorfism, fie A o valoare proprie a lui 7" si fie v un
vector propriu corespunzator acestei valori proprii. Demonstrati ca:
(1) v e Ker(T), daca A = 0;
(2) v e Im(T), daca X # 0.

Problema 5.8.6. Daca v este vector propriu pentru endomorfismul 7', aratati ca v raméne
vector propriu si pentru endomorfismul 7+ a-idy, unde a € K este un scalar arbitrar. Propuneti
apoi o generalizare a acestei proprietati.

Problema 5.8.7. Fie A € M,(C) o matrice cu elemente numere complexe. Notdm A
matricea obtinuta prin inlocuirea fiecarui element a;; al lui A cu conjugatul sau complex ;.
Ce relatie exista intre:

(1) polinoamele caracteristice ale matricelor A si A;

(2) valorile proprii ale matricelor A i A?

Problema 5.8.8. Recititi demonstratia Teoremei 5.2.8, in care am aratat ca, daca doua
matrice sunt asemenea, atunci ele au acelasi polinom caracteristic. Demonstrati sau infirmati

reciproca: Daca doua matrice au acelagi polinom caracteristic, atunci matricele sunt asemenea.

Problema 5.8.9. Daca matricele A gi B sunt asemenea, atunci ele au aceleagi valori proprii.

Ce relatii exista intre vectorii proprii ai celor doua matrice?

Problema 5.8.10. Fie A € M,,(K) o matrice care are valorile proprii Ay, Ao, ..., A, si fie
F € K[X] un polinom arbitrar.
(1) Demonstrati ca det(F(A)) = F(A1) - F(A2) - F(An).
(2) Aratati ca matricea F'(A) are valorile proprii F'(A1), F(A2),..., F(\,).

Problema 5.8.11. Fie V = R3 si fie T simetria fatd de un plan ce trece prin origine.
Descrieti subspatii V; invariate de T', cu dim(V;) = i.

Problema 5.8.12. Fie T' € £(V) un endomorfism i fie U si W doua subspatjii invariate
de T
(1) Demonstrati ca U + W gi UN W sunt de asemenea subspatii invariate de 7.

(2) Daca T este automorfism, atunci U gsi W ramin subspatii invariante si pentru 7.

Problema 5.8.13. Calculati forma canonica Jordan a urmatoarelor matrice cu elemente

complexe:
3 -1 0 0 —4 -2 1 2 3 300
A=|[6 -3 2 |,B=|1 4 1 ,C=(014]|,D=|130
8§ —6 b 0 0 2 0 01 01 2

Problema 5.8.14. Fie V = C[X]<3 C- spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 3
si fie d endomorfismul de derivare (adica endomorfismul care duce un polinom F' in polinomul
derivat F”). Determinati matricea Jordan si baza corespunzatoare pentru endomorfismele: a)
d; b) d°.
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Problema 5.8.15. Fiecare dintre matricele urmatoare este matricea asociata unui endo-
morfism de C- spatii vectoriale, in baza canonica. Determinati forma canonica Jordan a acestor

endomorfisme gi cate o baza in care matricea asociata este matricea Jordan.

3 1 0 0
5 -9 —4
a— (MY (6 1 5| |0 2 10O
—4 3 6 0 0 2 1
-1 -1 -1 1

Problema 5.8.16. Polinomului monic P(X) = X" 4+ a, 1 X" ' 4+ ...+ a1 X + ag € K[X]

1i asociem matricea companion de ordinul n

00 0 0 —ap
10 00 —a
00 ... 01 —Qp—1

(1) Scrieti matricea companion a polinomului P(X) = X3 +2X? —5X + 1.

(2) Demonstrati ca polinomul caracteristic al matricei companion Cp este chiar polinomul
P.

(3) Enuntati, verificati pe cazuri particulare, apoi demonstrati un rezultat despre polino-
mul minimal al matricei Cp.

(4) Determinati forma canonica Jordan a matricei Cp, in cazul K = C.

(5) Demonstrati ca orice bloc Jordan este asemenea cu matricea companion asociata poli-

nomului sau caracteristic.

Problema 5.8.17. Fie A € M, (C) o matrice fixata. Notam C(A) = {X € M,(C) :
AX = XA}, multimea matricelor care comuta cu A.
(1) Demonstrati ca C'(A) este subspatiu vectorial in M,,(C).
(2) Justificati inegalitatea: dimc(C(A)) > n.
(3) Determinati dim¢(C(B)) in cazul in care

1 -3 0 3
2 —6 0 13
B=1 49 31 3
1 -4 0 8

(4) Demonstrati ca
C(A) = {F(A): F € C[X]} = Pa(X) = ji4(X).

Problema 5.8.18. (1) Demonstrati ca o matrice A € M,,(K) are acelasi polinom
caracteristic si acelasi polinom minimal ca si matricea transpusa AT,
(2) In cazul K = C, este oare adevarat ca A si AT au aceeasi forma Jordan? Verificati pe

un exemplu, apoi demonstrati!

Problema 5.8.19. Fie A € M,,(C) o matrice de ordinul n. Notiam cu A matricea obtinuta
din A prin aplicarea urmatoarei transformari: alegem la intamplare doi indici ¢, j gi schimbam
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intre ele liniile i si j, apoi coloanele 7 si j din matricea A. Demonstrati ¢ matricele A si A au

aceeagi forma canonica Jordan.

Problema 5.8.20. Demonstrati cd, dacd polinomul minimal al matricei A € M,,(C) este

¢
s (X) = TT(X — \)*, atunci polinomul minimal al matricei de ordin 2n
i=1

A I,
5=(0 i)
t
este ug(X) = [T (X — \;)%th
i=1
Problema 5.8.21. Fie
0 0 -5 3
0 0 =31
A= 53 0 0 € My(C).
-3 1 0 0

(1) Demonstrati c& polinomul caracteristic al matricei A este Py(X) = (X2 —4)%

(2) Calculati multiplicitatea algebrica si multiplicitatea geometrica a fiecarei valori proprii
a lui A.

(3) Daca F' = (X —2)? i G = (X + 2)?, explicitati subspatiile Cr si C¢ (Notatiile sunt
cele din Sectiunea 5.3.2. )

(4) Folositi Corolarul 5.2.27 pentru a determina polinomul minimal al matricei A.

(5) Este matricea A diagonalizabila?

(6) Se schimba ceva in punctele anterioare ale problemei, daca, in loc sa consideram ca A

este o matrice de numere complexe, o consideram matrice de numere rationale?

Problema 5.8.22. Fie A € M,,(C) o matrice data.

(1) Daca A este diagonalizabila, atunci orice putere a lui A este diagonalizabila.
(2) Reciproc, daca A este nesingulara gi o putere a sa este diagonalizabila, atunci gi A este
diagonalizabila.

Problema 5.8.23. Fie A € M,,(R) o matrice simetrica, adica o matrice pentru care
AT = A.

(1) Demonstrati ca toate valorile proprii ale lui A sunt reale.
(2) Este oare adevarat ca, daca matricea B este asemenea cu A, atunci B este simetrica?

Problema 5.8.24. Fie A € M, (R) o matrice simetrica.

(1) Demonstrati ca A este diagonalizabila.
(2) Aritati cd existd o matrice ortogonald U (adica o matrice cu proprietatea U~! = UT)
pentru care U1 AU este o matrice diagonala.

Problema 5.8.25. Fie A € M,,(C) o matrice nilpotenta, adica o matrice pentru care exista
un numar natural nenul p cu proprietatea ca AP = 0,,.
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(1) Demonstrati ca polinomul caracteristic al matricei A este Ps(X) = X™.
(2) Fie k ordinul maxim al blocurilor Jordan din forma canonica Jordan a matricei A.
Demonstrati ca A1 # 0,.

(3) In ce caz este diagonalizabild o matrice nilpotenti?

Problema 5.8.26. Daca A € M,,(C) este o matrice de ordinul n, sa se arate ca

A este nilpotenta <= Tr(AP) =0, pentru orice p > 1.

Problema 5.8.27. Fie A, B € M,,(C). Daca A+ AB este matrice nilpotenta, pentru n + 1
valori distincte ale lui A, sa se arata ca matricele A si B sunt nilpotente.

Problema 5.8.28. Matricea A € M,,(C) se numeste idempotentd daca A? = A.

(1) Demonstrati ca o matrice idempotenta este diagonalizabila.

(2) Daca A este idempotenta, atunci rang(A) = Tr(A).

(3) A este idempotenta daca si numai daca I,, — A este idempotenta.

(4) Fie A si B doua matrice idempotente, de acelagi ordin. Sa se arate ca

A + B este idempotenta <— AB = BA =0,.

Problema 5.8.29. Fie A € M, (C) o matrice diferita de AI,,. Demonstrati ca A este

asemenea cu o matrice a carei diagonala este de forma

diag{0,0,...,0,Tr(A)}.

Problema 5.8.30. Fie A € M,,(C) o matrice care are exact m valori proprii distincte.

Pentru fiecare i, j > 1 definim numerele

bij = Tr(A72),

ij

Demonstrati ca det(b;;) # 0, iar det(bi;); jermrt = 0

i,j€L,m

144



CAPITOLUL 6

Algebra multiliniara si produs tensorial. Aplicatii biliniare, forme
patratice

Capitolul final al acestei lucrari este dedicat algebrei multiliniare (cu accent pe forme
biliniare gi forme patratice) si produsului tensorial. Dupa ce in Sectiunea 1 se studiaza formele
biliniare, in Sectiunile 2 si 3 sunt tratate formele patratice. Problema principala care se pune
aici consta in reducerea unei forme patratice la forma canonica. Sunt prezentate trei metode de
reducere a formelor patratice la forma canonica: metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi si metoda
transformarilor ortogonale. In Sectiunea 4, principala notiune studiata este cea de forma multi-
liniara alternata. Cu ajutorul acestei notiuni este prezentat un studiu al determinantilor, multe
din proprietatile acestora aparand si in Capitolul 2. Ultima sectiune introduce produsul tenso-
rial V ® W a doua spatii vectoriale si prezinta principalele proprietati ale acestuia. Produsul
tensorial se dovedeste a fi un spatiu vectorial al carui dual este (izomorf cu) spatiul vectorial al
tuturor aplicatiilor biliniare £5(V, W;K)

Pe parcursul primelor trei sectiuni din acest capitol, V va desemna un spatiu vectorial real.

6.1. Forme biliniare

Definitia 6.1.1. O aplicatie F': V XV — R care satisface proprietatile:
1. F(az + By, 2) = aF (s, 2) + BF(y, 2), pentru orice 7,9, € V 5i o, € R;
2. F(z,ay + Bz) = aF(z,y) + BF(z, z), pentru orice x,y,z € V gi a, f € R,

se numeste forma biliniara.

Definitia 6.1.2. O forma biliniara F: V x V — R se numeste simetrica daca

F(z,y) = F(y, ),

pentru orice x,y € V.

Definitia 6.1.3. O forma biliniara simetrica F' se numegte pozitiv (negativ) semidefinita
daca F(x,x) >0 (resp. F(x,z) <0 ), pentru orice v € V. Daca in plus F(z,z) = 0 numai
pentru x = Oy, I se numeste pozitiv (resp. negativ) definita .

Exemplele 6.1.4. 1) Fie V un spatiu euclidian cu un produs scalar (x,y) : VxV — R.
Atunci aplicatia F' : VXV — R, F(z,y) = (z,y) este o forma biliniara simetrica, pozitiv
definita, acest lucru probandu-se imediat, avand in vedere axiomele din definitia produsului
scalar.
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2) Daca Ly, Ly : V — R sunt doua transformari liniare, atunci F': VxV — R, F(x,y) =
L1(z)La(y) este o forma biliniara. Evident, F este simetrica daca si numai daca Ly = Lo.

3) Consideraim V = R" i A € M,,(R). Atunci aplicatia F: VxV — R, F(v,w) = vAw”
este o forma biliniara.

4) Fie D o submulfime deschisa a lui R" si f : D — R o functie de clasd C? pe D.
Consideram a = (ay, ag, ..., a,) € D, arbitrar. Atunci aplicatia

n 62f
F:R"xR"—=R, F(hk) = ———h,k;,
”21 O0x;0x;

unde h = (hy, ha, ..., hy) sik = (ki, ka, ..., ky), este o forma biliniara simetrica, numita diferentiala

a doua a functiei f.

Fie V un spatiu vectorial real de dnnensmne n, B = {61,62, . en} 0 baza a lui V si

F:V xV — R o forma biliniara. Daca z = szel siy = Z y;e; sunt doi vectori arbitrari
=1 7j=1
din V, atunci

(91) F(x>y) =F (ineivzyje]) 22*7311% 6176] .
i=1 j=1

i=17=1

Pentru ¢, j = 1, n, notam a;; = F(e;, e;). Astfel, relatia (1) conduce la
n n
(92) F(z,y) = Z Z AijT3iY5,
i=1j=1
ceea ce ne permite sa conchidem ca forma biliniara F' este perfect determinata de matricea

A = (aij); j—17-

Definitia 6.1.5. Matricea A = (ai;); j—17; € Mn(R) construitd mai sus se numeste ma-
tricea asociata formei biliniare F' in baza B .

Propozitia 6.1.6. Fic V un spatiu vectorial real finit dimensional si F':' V XV — R o
forma biliniara. Atunci F este simetricd daca st numai dacd matricea asociata lui F intr-o

baza oarecare este simetricd.

Demonstratie. Consideram B = {ej,es,...,e,} 0 baza arbitrara a lui V gi fie A =
(aij); j—1; matricea asociata lui F' in baza B.

Presupunem mai intai ca F este forma biliniara simetrica. Atunci
Q5 = F(ei, e]-) = F(Bj, €i) = Qjj,
pentru orice 7, j = 1,n, deci A este matrice simetrica.
Reciproc, daca A este matrice simetrica, atunci a;; = aﬂ, pentru orlce i,j = 1,n. Fie

x,y €V doi vectori arbitrari avand scrierile in baza B: x = Z xrie; siy = Z yje;. Rezulta ca
i=1 j=1

szeuz_:yaea :ZZ ziy; F(ei, €5)

i=1j5=1
146



6.1. FORME BILINIARE

n

Z Z LilYjhiz = Z Z LilYjQji = Z Z ziy;iF'(ej, e;) =

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
n n
F(Z Yji€;, inez‘) = F(y,z)
j=1 i=1
si astfel putem conchide ca forma biliniara F' este simetrica. O

Aga cum s-a vazut anterior, matricea asociata unei forme biliniare F': V x V — R depinde
de baza spatiului vectorial V. In continuare, vom studia cum se modifica aceasta matrice o

data cu schimbarea bazei spatiului vectorial.

Teorema 6.1.7. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n, By = {ej,es,...,e,} si By =
{f1, fa, s fu} doud baze ale iV i F': VXV — R o forma biliniard. Daca A = (ai;); j—17
st B = (bl])” T sunt matricele atasate lui F in bazele By si respectiv By, atunci

(93) B =CTAC,
unde C' = (¢ij); j—15 este matricea de trecere de la baza By la baza Bs.

Demonstratie. Din definitia matricei de trecere de la o baza la alta pentru un spatiu

vectorial avem
n
fi=2_cjie;.
Jj=1

Folosind Definitia 6.1.5, obtinem:

n o n
z] _F fwfj chlek7zclj€l ZZ k‘ch] ekael

n n
S cricjan = (Z Cm%z) iy,

k=11=1
pentru orice 7,7 = 1,n, de unde rezulta ca B = C'TAC’. |

Exemplul 6.1.8. Consideram aplicatia
F:R*x R’ — R, F(z,y) = 2151 + T1y2 + X291 + 222y2 + 323y,

unde = = (21,22, 73) si ¥ = (y1,¥2,y3). Vom demonstra ca F este o forma biliniara, iar apoi
vom studia simetria si pozitiv definirea lui F'. In final, determinam matricea asociata acestei
forme biliniare in baza canonicé a spatiului vectorial R®.

Fie x = (x1, 72, 23), ¥y = (y1,Y2,Y3), 2 = (21, 22, 23) € R® §i o, B € R, arbitrari. Atunci:

Flax + By, 2) = (az1 + Byr)z1 + (az1 + Byr)ze + (axe + By2) 21+
2(quwy + Byz)za + 3(aws + Bys) 23 = awiz1 + Byr1z1 + axize + Byrze + azazi+
Byaz1 + 2axezg + 2By229 + 3axszs + 3Bys3zz = a(x121 + 129 + X221+
2woz + 3w323) + B(y121 + Y122 + Y221 + 2y220 + 3yszs) = aF (z,2) + BF(y, 2).

Similar aratam ca F(x,ay + §z) = aF(z,y) + S F(x, z). Astfel, F' este o forma biliniara.
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F(z,y) = 21y1 + 2192 + Toy1 + 272y2 + 3733 = 1121 + Y122 + YaT1+ 2yo70 + 3yzz3 = F(y, ),
pentru orice z,y € R3, deci F este simetrica.
Pe de alta parte,

F(z,2) = 2] + 23129 + 275 + 303 = (21 + 22)* + 25 + 323 > 0

cu egalitate daca si numai daca z1 + 1o = 19 = 23 = 0, adica x; = 9 = 3 = 0. Asadar, F
este si pozitiv definita.

Baza canonica a lui R? este
B={e; = (1;0;0), e2 = (0;1;0), e3 = (0;0; 1) }.
Deoarece
F(ey,e1) =1, F(ey,e0) = F(eg,e1) =1, Fey,e3) = F(es,e1) =0,
F(eg,e9) =2, F(eg, e3) = F(es,e2) =0, Fles, e3) =3,

matricea asociata formei patratice F' in baza B este:

6.2. Forme patratice. Reducerea la forma canonica

Definitia 6.2.1. Fie F' o forma biliniara simetrica. Aplicatia
(94) Q:V—R, Q) = F(z,7)
se numeste se numeste forma patratica asociata formei biliniare simetrice F . In acest context,

vom spune ca F' este polara formei patratice ().

Asa cum reiese din aceasta definitie, orice forma biliniara simetrica induce o unica forma
patratica. Vom arata ca este valabila si reciproca, adica oricarei forme patratice i se asociaza

o unica forma biliniara simetrica. Intr-adevar,

Qr+y)=Flx+y,r+y) =F(r,2) +2F(x,y) + F(y,y) =

Q(r) +2F (x,y) + Qy),

de unde rezulta ca

(95) F(z.) = 5[0 +3) - Q) - QW)

pentru orice x,y € V. S-a obtinut astfel urmatorul rezultat:

Propozitia 6.2.2. Intre multimea formelor patratice definite pe spatiul vectorial 'V si

multimea formelor biliniare simetrice definite pe V x V exista o corespondenta bijectiva.
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Exemplele 6.2.3. 1) Fie V un spatiu euclidian cu un produs scalar (z,y) : VxV — R.
Aga cum am vazut in sectiunea precedenta, aplicatia F' : V XV — R, F(z,y) = (z,y) este
o forma biliniara simetrica. Aceasta induce forma patratica @ : V — R, Q(z) = F(z,z) =
(,2) = [|=]*.

2) Aplicatia

Q:R* >R, Qx)=a]+ 725+ 3235 — 2129 + Szox3,

unde = = (1, x2, x3), reprezinta o forma patratica. Polara acestei forme patratice este

Fla,y) = 210 +3) — Q&) — Q)] = 5l(m1 +32)” + 7w + 1)+

3(w3 +y3)? — (21 +y1) (22 + y2) + 5(20 + y2) (23 + y3) — 23 — Ta5 — 3x§ + X1 To—
1
Braxs — Y — TYs — 3Y3 + Y1y2 — DYays] = T1y1 + Txays + 3x3y3 — STY2—
1 5

5
5932?/1 + 555293 + 5563242-

In continuarea acestei sectiuni vom lucra sub ipoteza ca V este spatiu vectorial real de

dimensiune n.

Definitia 6.2.4. Fie B o baza a spatiului vectorial V si Q : V — R o forma pdtratica.
Se numeste matrice asociata formei patratice ) in baza B matricea asociata polarei sale
F' in aceeasi baza.

Observatia 6.2.5. Deoarece polara unei forme patratice este o forma biliniara simetrica,
din definitia precedenta si din Propozitia 6.1.6 rezulta ca matricea asociata unei forme patratice

este Intotdeauna simetrica.

Fie z un vector arbitrar al spatiului vectorial V, avand scrierea in baza B = {ej, eg, ..., €, }:

n
T = Z xr;e;. Atunci
i=1

ZCZ'.Z’jF(GZ', ej) =
1

Qz) = F(z,x) = F(z: i€,

n n n
rie;) =
1 =

=17

n n
Qi3T5 .
= =1

1

Ly
Asgadar, prin fixarea unei baze B a spatiului vectorial V, pentru forma patratica ) obtinem o
scriere de forma

(96) Qz) = Z Qi T; T

1<i,j<n
unde a;; reprezinta componentele matricei A atagate formei patratice ) in baza B (si deci,
conform observatiei anterioare, avem a;; = aj;, pentru orice ¢, = 1,n). Evident, o datd cu
schimbarea bazei spatiului vectorial se va schimba gi expresia (96) a formei patratice.
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Definitia 6.2.6. Spunem ca forma patratica @Q : V — R este redusa la forma canonica
daca determinam pentru Q) o scriere de forma

(97) Qz) = b},
i=1
ntr-o anumita baza a lui V.

Avéand in vedere ca in scrierea (97) a unei forme patratice apar doua tipuri de termeni:
- termeni la patrat, pentru ¢ = j;
- termeni micsti, pentru @ # j,
a reduce o forma patratica la forma canonica inseamna de fapt a gasi o scriere in care sa apara
numai termeni cu patrate.

In continuare vom prezenta trei metode de reducere a formelor patratice la forma canonica.

Metoda lui Gauss.

Teorema 6.2.7. (Gauss) Pentru orice forma patratica (Q : V. — R exista o baza B a lui

V in care forma patratica este redusa la forma canonica .

Demonstratie. Fie B = {ej,¢s,...,¢,} baza a lui V fata de care forma patratica @) are

expresia Q(z) = > ajmw;.
1<i, j<n
Distingem doua cazuri:

(I) Exista cel putin un i € {1,2,...,n} astfel incat a;; # 0 (in expresia formei patratice apare
cel putin un termen la patrat). Printr-o eventuala renumerotare a vectorilor bazei B putem

presupune ca aj; # 0. Atunci, in expresia formei biliniare ), vom grupa termenii astfel:

“ 1
2
Q(l’) = apxr] + 2 Zauij + Z Qi T X5 = —(anxl + ajoxo + ...+
=2 2<i, j<n ai
2 1 1
alnxn) - — Z Q130103 + Z ATy = 7(@11%’1 + a19r9 + ...+
11 9<i j<n 2<i, j<n ai
2 /
alnxn> + Z aij$ixj7
2<i, j<n
r a1a15 . ..
unde a;; = a;; — ———, pentru orice 2<14,5<n.
Notand
!
Zq = 111 + a12T9 + ... + A1,Ty
!
T, = X
(98) 2 2
T
T, = I
obtinem
1 ! 2 ! !/ /
(99) Qx) = - (ZBl) + Y ay
1 2<i, j<n
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’ / ’ . o . A / / / v
Ty, Ty, ..., T, Teprezinta componentele vectorului z in baza B’ = {e,e,,...,¢,}, fatd de care

forma pétratica @ are expresia (99). De remarcat cd suma » a;jx;a:;» care apare in (99)
2<i, j<n
este o forma patratica in n — 1 variabile. Astfel, dupa cel mult n — 1 pasi (aplicind eventual si

procedeul descris in cazul (IT)), vom obtine o baza B = {é1,é,,...,&,} a lui V fatd de care Q
are forma canonica:
Q(z) = a1 7] + ans + ... + 72,
(IT) Toti coeficientii a;; sunt nuli (in expresia formei patratice apar numai termeni micsti).
Lucrand sub presupunerea ca forma patratica @) este nenula, exista i,7 € {1,2,....,n}, i # j,
astfel incat a;; # 0. Printr-o eventuala renumerotare a vectorilor din baza B se poate presupune

ca a;s # 0. Cu ajutorul schimbarilor de coordonate

/ ’

T = xyta,

/ /
(100) T3 = X4
/
Ty, = T,

vom obtine

(101) Q(z) = 2a12 {(x/l)Q — (xé)? + ..

Deoarece in aceasta expresie avem cel putin un termen la patrat, putem aplica in continuare

procedeul descris la cazul (I). ]

Observatia 6.2.8. Procedeul descris in demonstratia anterioara reprezinta metoda lui
Gauss de reducere a formelor patratice la forma canonica .

Exemplul 6.2.9. Consideram forma patratica Q : R* — R, care intr-o anumiti baza B a
spatiului R? are expresia Q(z) = 2% 4+ 413 + 22 — 22179 + 27123. Cu ajutorul metodei lui Gauss,
reducem aceasta forma patratica la forma canonica.

Deoarece in expresia formei patratice apar termeni la patrat, ne situam in cazul (I) al
metodei lui Gauss. Urmand procedeul descris n aceasta situatie, vom avea:

Q(z) = (22 — 2m179 + 2m173) + 423 + 23 =
T — Ty + x3)? — x5 — T2 + 2x9mw3 + 42 + 22 =

= (
= (1 — 22 + x3)* + 323 + 20003 =
1
= (z1 — xy + x3)* + g(9x% + 6z913) =
1 1
= (21— @2+ 3)° + 3(322 + 23)° — 523

Cu notatiile:
2_71 =2 — T+ X3
532 = 31‘2 + X3
jg = I3

vom obtine forma canonica a formei patratice:

_ 1 1_
Qz) =77 + 537% - 513%-
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Pentru a determina baza B = {é1, €5, €3} In raport cu care s-a obtinut aceasta forma canonica,
se exprima mai intai componentele initiale x1, x9, x3 ale vectorului z in functie de componentele
Z1, Tg, T3 din baza B:
- 1_ 4 _
T =21+ gl‘g — gl’g
Ty = 1:7: 13?
2 3 2 3 3

T3 = ZZ‘3

Din Teorema 3.3.13, obtinem ca matricea de trecere de la baza initiala B = {ej, es, e3} la baza

B este
1
C=10
0

O wWl—wW|—=
[SSIEEUIIEN

Rezulti ¢ vectorii bazei B vor fi:
€1 — €1
1 1
€y = g@l -+ 362
_ 4
€3 = —gel — g@g + €3
Exemplul 6.2.10. Reducem la forma canonica prin metoda lui Gauss forma patratica

Q: R> =R, Qx)=x11y+ 2073 + 13771,

specificand i transformarea de coordonate care se efectueaza.
Deoarece in expresia formei patratice apar numai termeni micgti, ne situam in cazul (II) al

metodei lui Gauss. In consecinta, facem schimbarile de coordonate:

/ ’

T1 = X+ 2,

/ !

(102) TLo= Ty

Astfel, forma patratica devine:
Qa) = (w1)" = (ah)" + (& — ah) ) + 2} (a7 + ) =
= (:E;)Q — (33/2)2 + 2:1:/195; =
= (2 +ay) = (o) — (ah)’

Efectuam o noua schimbare de coordonate

— ! /
T1 =X+ T3
_ !
(103) Ty = 1y
in urma careia va rezulta forma canonica

Qo) =77 — 75 — Ty,

Din sistemele de relatii (102) si (104) obtinem relatiile de transformare a coordonatelor:
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T = %.’E1 + %ZEQ‘{'Z’g

(104) Ty = 571~ 5%2

f3:I3

Metoda lui Jacobi.

Teorema 6.2.11. (Jacobi) Fie V un spatiu vectorial, B = {e1,es,...,e,} 0 bazd a lui V gi

@ :V — R o forma patratica avand expresia Q(z) = Z a;jz;x; in baza B. Daca matricea
1<i,j<n
A = (aij); jo17 € Mn(R) asociatd formei patratice Q in baza B are toti minorii principali

11 aiz2 A3
s A3: 12 Q922 Q923 ,,An:det(A)

13 Ag3 a33

11 Q12
Q12 A22

A1 = a1, Az =

nenuli, atunci exista o baza B = {éy, ey, ...,e,} a lui'V fata de care Q are forma canonicd:

172 AIQ A An 172
A+ T +A3x3+ AT

(105) Q(x) =

Demonstratie. Fie F': V x V — R polara formei patratice (). Cautam vectorii bazei
B de forma:

€1 = C11€1
€2 = C12€1 + Co2€2

(106) e

unde coeficientii ¢;; se determina din conditiile

(107) F(e;,ej) =0, pentruorice 1<j<i<n
s
(108) F(e;,e;) =1, pentru i=1,n.

(Aceste ultime relatii sunt deduse din conditia ca matricea asociata formei patratice ) in baza
B sa fie diag(ciy, cag, oy Cun)- )
Fixam un i € {1,2,...,n} arbitrar. Deoarece

i i
F(e,, €] (Z Cm@w%) = Z criF (e, €j) = Z CkiQkj,
k=1 k=1

din relatiile (107) si (108), tindnd cont ca ax; = a,j, obtinem sistemul:
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ajcy  +apcy  + ... tapce; =0
ai1oC1;  + acy  + ...t azc; =0
(109)
a1,i—1C1; + Qgi-1C2 + ... + aj—1,¢;; =0
ajicy  +agcy  + ... taue; =1
Se observa ca determinantul acestui sistem este minorul principal A;, care, conform ipotezei,

este nenul. Astfel, din requla lui Cramer, sistemul este compatibil determinat si in plus

a1 a1-1 0
Cii = = .
A; | ari-1 - @i—15-1 0O A,
ay; Qi—1.4 1
Avand 1n vedere ca matricea

Ci1 Ci12 ... Cin

O — 0 Co2 ... Cop

0 0 .. cum

are determinantul
1Ay A,y 1
— .. =—=%0
AL Ay A, A,
si cd B = {e1,e,...,e,} este 0 baza a lui V, din sistemul de relatii (106) rezulta ci si B =
{e1, €, ...,€,} este 0 baza a lui V. Deoarece

_ . |0, pentru i#j
F(e;, ;) = { Cii, pentru ¢ =j

det(C) = c11Co9..-Con =

)

concluzia teoremei este acum clara. m|

Observatia 6.2.12. Spre deosebire de metoda lui Gauss, care se poate aplica pentru orice
forma patratica, in cazul metodei Jacobi suntem conditionati de faptul ca toti minorii principali
al matricei atagate formei patratice in baza initiala sa fie nenuli. Astfel, daca macar unul dintre
acesti minori este zero, atunci metoda lui Jacobi nu poate fi aplicata si trebuie utilizata o alta
metoda.

Exemplul 6.2.13. Utilizand metoda lui Jacobi, reducem la forma canonica urmatoarea
forma patratica:
Q:R®* =R, Q(x)=3a7+ 325 — 22,29 + 41173 + 4T3,

unde ¥ = (z1; T9; x3) este un vector arbitrar din R3.

Matricea asociata formei patratice @ in baza canonica a lui R? este:

3 -1 2
A= -1 3 2
2 20
Minorii principali ai acestei matrice sunt:
3 1 3 -1 2
Ay =3#0,Ay = =8#0,A3=| -1 3 2|=-32%#0,
-3 2 2 0

154



6.2. FORME PATRATICE. REDUCEREA LA FORMA CANONICA

deci putem aplica metoda lui Jacobi. Forma canonica a formei patratice @) va fi:
1 5 Ay 1., 3., 1_
2y D 2y 3m o ln

_ Bs_y _
Qz) = Alazl—l—AQ:cQ—irAg:cg— 391t g 1

Exemplul 6.2.14. Consideram forma patratica:
Q:R'—= R, Q(z)=a]+ a3+ zxs + 2374,

unde = = (x1; 19; 23; 74) sunt coordonatele unui vector = in baza canonicd a lui R*. Utilizand
metoda lui Jacobi, reducem aceasta forma patratica la forma canonica si vom specifica si baza
in care se obtine forma canonica.

Forma patratici dati are in baza canonica a lui R* matricea asociata:

1 300
1
5 000
—| 2
A 001 3
00 350
Obtinem minorii principali:
1
11 b 0 1
A1:1¢07A2: 1 (2) =—Z¢0,A3— b O 0 :—1750,
2 0 01
1 300
1
5 000 1
— 2 —_
003 0
Din (105) rezulta ca forma canonica obtinuta in urma aplicarii metodei lui Jacobi este:

Q(z) = 77 — 475 + 735 — 477.

Vectorii bazei B = {éj, és,€3,€4} in care se obtine forma canonica sunt dati de sistemul
(106), care in acest caz este:
€1 = C11€1
€2 = C12€1 + C22€2
€3 = C13€1 + C23€2 + C33€3
€4 = C14€]1 + C24€2 + C34€3 + Cy4€4
unde ¢ = A%? iar ¢, k= 2,3,4, j =1, ..., k sunt solutii ale sistemelor (109) pentru i = 2, 3, 4.
Rezulta ca e; = e; = (1,0,0,0), iar pentru ¢ = 2 avem
1
{ C12 + 5C22 =0
1 _ ’
2C12 =1

deci c19 = 2, c9g = —4 i €3 = 261 — 4dey = (2,—4,0,0). Pentru i = 3 avem

1
C13 + 5023 =0
1
5C13 =0,
C33 — 1
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deci c13 =10, co3 =0, c33 =1 gi e3 = e3 = (0,0,1,0). In final, pentru i = 4 avem

C14 + %(324 =0
5014 = O
?34 + 30 =0 "
5634 =1
de unde obtinem ¢4 =0, co4 =0, ¢34 = 2, cyy = —4 1 €4 = 2e3 — 4ey = (0,0,2, —2).

Metoda transformarilor ortogonale.

Teorema 6.2.15. Fie V un spatiu euclidian de dimensiune n si QQ o formad pdtratica.
Atunci exista o bazd ortonormatd a lui 'V in raport cu care forma patratica ) este redusa la
forma canonica.

Demonstratie. In concordanta cu Teorema 3.4.24, exista o baza ortonormata B =
{er, ez, en} alui Vo Fie A = (ay); j—17
Deoarece A este matrice simetrica, din Problema 5.8.24 rezulta existenta unei matrice ortogo-

matricea asociata formei patratice () in baza B.

nale C' = (¢i;); j—tm € Man(R) cu proprietatea ca
(110) A=CDCT,

unde D = diag(A1, Ag, ..., A\,) este forma diagonala a matricei A.
Construim baza B = {é,,és, ...,,} a lui V astfel incat matricea de trecere de la baza B la
B s& fie chiar C:

él = C11€61 -+ C21€9 + ...+ Cn1€n
€3 = C12€1 + Co2€3 + ... + Cpo€y

(111)

€n = C1n€1 + Con€a + ... + Cppén

Tinadnd cont ca B = {ey, e, ...,e,} este o baza ortonormata, iar C' este o matrice ortogonala

vom obtine relatiile:
n
67,762 = <chz€kyzcjz€]> = Z CkiCyji ekaej chz =1,
1<k,j<n k=1
pentru ¢ = 1, n, gi respectiv
(€, €;) <Z CkiCk, Z ijep> = Z CriCpj (€k; €p) Z CriCkj =
1<k, p<n

pentru orice i # j. Asadar, B = {e1, €, ...,€,} este o baza ortonormata a lui V.

Notand cu F' polara formei patratice @), din Teorema 6.1.7 si din relatia (110) rezulta ca
matricea asociatd lui F' in baza B este D = diag(Ay, Mg, ..., An) si, in consecintd forma patratica
Q) va avea scrierea in baza B:

Q(z) = MT2 + \oZs + ... + \uZ2,

adica este redusa la forma canonica.
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Observatia 6.2.16. Metoda transformarilor ortogonale, spre deosebire de celelalte doua
metode prezentate anterior, se aplica numai formelor patratice definite pe spatii euclidiene.
Deoarece spatiile vectoriale de tipul R” sunt spatii euclidiene, aceasta metoda poate fi folosita

in majoritatea exercitiilor avand drept cerinta reducerea formelor patratice la forma canonica.

Din demonstratia teoremei precedente deducem urmatorul algoritm de reducere a unei forme

patratice ) : V — R la forma canonica, unde V este spatiu euclidian de dimensiune n:

Etapa 1: scriem matricea A atagata formei patratice;

Etapa 2: gasim, prin rezolvarea ecuatiei caracteristice det(A—\1,,) = 0, valorile proprii
Ai, 1 <7 < p, avand ordinele de multiplicitate n; si determinam subspatiile vectorilor
proprii V()\;), corespunzatoare acestor valori proprii;

Etapa 3: Pentru fiecare subspatiu V(\;) determinam céte o baza ortonormata B;;
Etapa 4: Forma canonica a formei patratice date este:

112 Q(x) = MT2 + XT3 + ... + T2,
1 2 n

cu mentiunea ca in aceasta scriere fiecare valoare proprie apare de un numar de ori egal cu

ordinul de multiplicitate. Baza ortonormata in care se obtine aceasta forma canonica este

B=BUBU..UB,.

Exemplul 6.2.17. Vom reduce la forma canonica, prin metoda transformarilor ortogonale,

urmatoarea forma patratica:
Q:R* — R,Q(r) = 327 + 325 — 22,29 + 42123 + 4T073,

unde z = (x1; Z2; ¥3) este un vector arbitrar din R?, specificAnd si o bazi ortonormata in care
s-a obtinut aceasta forma.

Matricea asociata formei patratice @ in baza canonica a lui R? este:

3 -1 2
A= -1 3 2
2 20

Vom determina valorile proprii ale matricei A, rezolvand ecuatia caracteristica det(A —
33—\ -1 2

Al3) = 0 sau echivalent | —1 3 —X\ 2 =23 4+6X12-32=0. Se obtin A\ = =2, Ay =
2 2 A
A3 =4.
Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = —2 sunt dati de sistemul:
5r1 — Xo+ 223 =0 T = —Q
—x1 + 529+ 223 =0 , avand solutia ¢ o = —a , cu a € R*. Subspatiul invariant
221 4+ 229 + 223 =0 T3 = 2«

corespunzator valorii proprii -2 este

V(-2) = {(—a; —a;2a)" /o € R}.
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O baza pentru V(—2) este {(—1; —1;2)7}, de unde obtinem baza ortonormata

s ={ (- ) |
—r1 — 2+ 223 =0

Pentru valoarea proprie 4, vectorii proprii sunt dati de sistemul: —r1 — Ty +2x3=0
201 + 229 — 423 =0

Y

r =—a+ 26
adica { x93 =« ,cua, B €R, o+ 3% #0. Subspatiul invariant corespunzitor valorii
r3 =3

proprii 4 este
V(4) = {(—a+26;0;08)" /o, B € R}.
Alegem ey = (—1;1;0)T € V(4) si vrem si determindm ez = (—a3+205; asz; 33)7 astfel incat
(ea,e3) = 0, adicd az — 2035 + az = 0. Rezulta ci 35 = a3, de unde ez = (a3; as;az)? si astfel

putem alege e3 = (1;1;1)T. S-a obtinut baza ortogonala {(—1;1;0)7, (1;1;1)"}, din care se

T T
construieste, prin normalizare, baza ortonormata By = { (—;5; \}5; O) , (\}g, \}g; \}§> }
Forma canonica a formei patratice date este

Q(x) = =277 + 473 — 473,

aceasta fiind obtinuta in baza ortonormata

R0 SR NS N2 R G U BPA L R S B A
\/67 \/67 \/6 Y \/57 \/57 Y \/37 \/37 \/3 °
Observatia 6.2.18. Comparand rezultatele obtinute in exemplele 6.2.13 si 6.2.17, reiese
concluzia ca atunci cand se reduce o forma patratica la forma canonica, prin doua metode

diferite, se pot obtine rezultate diferite. In sectiunea urmatoare, vom determina totusi un

invariant al formei canonice.

6.3. Signatura unei forme patratice. Teorema inertiei

Definitia 6.3.1. Pentru o forma patratica avand forma canonica
(113) Q(r) = a7,
i=1

in care p coeficienti sunt strict pozitivi, q coeficienti sunt strict negativi, iar r = n — (p + q)
coeficienti sunt nuli, tripletul (p,q,r) se numeste signatura formei patratice.

Teorema 6.3.2. (Teorema inertiei) Signatura unei forme patratice este un invariant
al formei canonice, adica signatura este aceeasi in orice formd canonicd a formei patratice

respective.

Demonstratie. Fie Q) : V — R o forma patraticasi By = {e1, ea,...,en}, Ba = {f1, fo, ..., fn}
doua baze ale lui V in raport cu care () are formele canonice:
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=1 i=1

cu signaturile (p1, g1, 1) si respectiv (pa, g2, 72).

Printr-o eventuala rearanjare a vectorilor din cele doua baze se poate presupune ca primii p;
(respectiv pg) coeficienti ai celor doua forme canonice sunt strict pozitivi, urmatorii ¢; (respectiv
¢2) coeficienti sunt strict negativi, iar ultimii 1 (respectiv r9) coeficienti sunt nuli.

Presupunem prin absurd ca p; > py. Vom nota cu Vi = Span{ey, ey, ..., ¢, } subspatiul lui
V generat de {ei, ey, ..., } si cu Vo = Span{e,, y1,€p, 12, .., €, } subspatiul lui V generat de

{€p,+1;€p, 125 -, €n}. Rezulta ca
dimg (V1) + dimg (V) = p1 +n — py > n.
Aplicand acum Teorema dimensiunii 3.3.11 avem:
n > dimgr(Vi + V) = dimg(V1) + dimg(Vs) — dimg(V; ﬂVQ) > n — dimg(V; ﬂV2>,

de unde rezulta ca Vi N Vy # {0y }. Astfel, se poate considera un vector nenul z* € Vi Va.
Pe de-o parte, deoarece x* € V| avem z* = Z1e; + Zae + ... + Tpep, de unde

p
(114) Q(z*) = a;z; >0,

i=1
iar pe de altd parte, cum x € Vy avem % = T, 11y, 11 + Tp,+2/p,+2 + -« + Tnfn, si astlel
(115) Qz*) = Y bz} <O0.

1=py+1

Din relatiile (114) si (115) obtinem Q(z*) = 0, de unde vom gasi T =Ty = ... = 7, = Tp 11 =
Tp 42 = ... =T, =0, ceea ce implicd z* = Oy - contradictie. Deci presupunerea ca p; > ps este

falsa. Similar se demonstraza ca nu putem avea nici inegalitatea p; < po si astfel am obtinut
ca p1 = p2-
Procedand analog, se arata ca q; = ¢o, ceea ce demonstreaza ca signatura este aceeasi pentru

ambele forme canonice. O
Exemplul 6.3.3. In Exemplul 6.2.17 s-a determinat pentru forma patratica
Q:R® — R,Q(r) = 32% + 322 — 22,25 + 42125 + 42973,
forma canonica Q(z) = —273+473+473. Astfel, signatura acestei forme pétratice va fi (2, 1,0).

Definitia 6.3.4. Spunem ca forma patratica @ : V — R este pozitiv (negativ) definita
daca Q(x) > 0 (resp. Q(x) < 0) pentru orice x € V\{Oy} .

Observatia 6.3.5. O forma patratica @) este pozitiv (negativ) definita daca si numai daca

polara ei F' este pozitiv (resp. negativ) definita.

Teorema 6.3.6. (Criteriul lui Sylvester) Fie Q : V — R o forma patratica, B =

{er, €2, en} 0 bazd a lwi'V, A = (ay); ;1 matricea asociata formei patratice Q in baza B si

Ay, Ag, ..., A, minorii principali ai matricei A. Atunci:

1. Q este pozitiv definita daca si numai daca A; > 0, pentru i = 1,n;
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2. Q este negativ definitd dacd si numai dacd (—1)'A; > 0, pentru i = 1,n.

Demonstratie. 1. Presupunem ca forma patratica () este pozitiv definita si notam cu
F polara lui (). Vom arata mai Intai ca toti minorii principali ai matricei A sunt nenuli.
Presupunem prin absurd ca exista k € {1,2,...,n} astfel incat Ay = 0. In acest caz o linie a
determinantului Ay este o combinatie liniara a celorlalte linii, deci exista aq, ag, ..., € R, nu
toti nuli, astfel incat
a1a1; + Qpag; + ... + agag; = 0,

pentru ¢ = 1, k. Din aceasta relatie, succesiv obtinem:
k k k
0=> ajaji=3 o;F(eje)=F (> ajejeil,
Jj=1 Jj=1 Jj=1

pentru i = 1, k. Tnmul@ind relatiile de mai sus cu «; si suméand aceste relatii dupa i = 1, k,

obtinem:
k k
F Zozjej,Zoziei = 0.
j=1 i=1
k
Cum F' este pozitiv definita, rezulta Zaiei = 0, ceea ce arata ca vectorii ey, es, ..., e, sunt
i=1

liniar dependenti, contradictie. Deci A; # 0, pentru ¢ = 1, n.
Putem aplica acum Teorema 6.2.11 . Rezulti ci existi o bazi B = {e1, €3, ..., €, } In raport

cu care forma patratica () are forma canonica

1 5 Ay 5, Ay AV
Q(zx) = A—lﬁ + A—ng + A—Sx?,) + ...+ A 72
Deoarece () este pozitiv definita, obtinem
1 Ay A AV
el Y L>o
AT Ay’ Ag A,
si In consecinta Ay, Ao, ..., A, > 0.
Reciproc, daca Ay, Ao, ..., A, > 0 rezulta ca
1 Ay A AV
—, =L =2 =,
AT Ay’ Ag A,
Astfel,
1 _ Al _ AQ _ n—1 —
Q(z) = A—lx% + Eaz% + A—gm% +..+ A 72 >0,

pentru orice x € V\{0y}, unde z1, T, ..., Z,, sunt componentele vectorului x in baza in care s-a
obtinut baza canonica a carei existenta este asigurata de Teorema 6.2.11. Deci forma patratica
() este pozitiv definita.

2. Forma patratica @ este negativ definita daca si numai daca forma patratica Q' : V — R,
Q'(x) = — Q(x) este pozitiv definita. Matricea asociata lui Q' este A’ = —A, iar minorii ei
principali sunt A} = (=1)'A;, i =1, n.

De la punctul 1. al teoremei avem @' pozitiv definita daca si numai daca A; > 0. Asadar
Q este negativ definitd dacd si numai daci (—1)'A; > 0. m|
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Fie o forma patratica avand scrierea

1<i,j<n
intr-o anumita baza B a lui V. Daca notam cu A = (a); 1, matricea asociata formei

patratice () in baza B, atunci egalitatea (116) este echivalenta cu relatia matriciala
(117) Q(r) = XAXT,

unde, in membrul drept al acestei egalitati, X reprezinta matricea linie (z1 3 ... ;).
Reamintim ci o matrice A € M, (R) se numeste pozitiv definitd daci xAz” > 0, pentru
orice vector nenul € R™. Din relatia (117) se obtine imediat urmatorul rezultat:

Propozitia 6.3.7. Forma patratica este pozitiv definita daca si numai daca matricea ei

asociata A este pozitiv definita.

Deoarece intre multimea formelor patratice ) : V — R si multimea matricelor simetrice
este o corespondenta bijectiva, cu ajutorul Propozitiei 6.3.7 putem reformula primul punct al

Criteriulut lui Sylvester astfel:

Teorema 6.3.8. O matrice simetricd este pozitiv definita daca st numai dacd toti minorii

principali ai matricer sunt strict pozitivi.

6.4. Aplicatii multiliniare. Forme multiliniare

Pe parcursul acestor doua ultime sectiuni, K va desemna un corp comutativ.

Definitia 6.4.1. Fie V{,V,, ..., V,, si W spatii vectoriale peste acelasi corp K. O aplicatie
F:V; xVyx..xV, — W se numeste aplicatie multiliniara (sau n-liniara) daca este

liniara in fiecare dintre variabilele sale, adica

/
F(Ulv”'aviflyoévi +ﬁvi7vi+l7'”7vn) = aF(Ulv"‘7Ui717viavi+17‘”7vn)

+/8F('U1, ...,Ui_b’U;,UH_l, ...,Un),

pentru orice o, € K, v; € V;, cuj =1,..,n siv; € V,, cui = 1,...,n. Vom nota cu
L, (V1,Vy, ... V,; W) multimea aplicatiilor n-liniare definite pe Vi X Vy X ... X V,, cu valori in
W.

In cazul particular in care V1 = Vo = ... =V, =V si W = K, aplicatia multiliniara
se va numi forma multiliniara (sau n-liniara) . Vom nota cu L£,(V;K) multimea formelor
n-liniare definite pe V' =V XV x ... X V.

n ori

Observatia 6.4.2. Notiunea de forma multiliniara reprezinta o generalizare naturala a
conceptului de forma biliniara.
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Exemplele 6.4.3. 1) Fie V3 spatiul vectorial real al vectorilor liberi. Aplicatia F' : V3 X
V3 — V3, F(@,b) = @ x b (produsul vectorial a doi vectori liberi) este o aplicatie 2-liniara
(sau aplicatie biliniara).

2) F: V3 x V3 X V5 — V3, F(@,b,6) = a x (b x &) (dublul produs vectorial a trei vectori
liberi) este o aplicatie 3-liniara (sau aplicatie triliniara).

3) Aplicatia F' : V3 x V3 — R, F(d’,l;) =ad-b

reprezinta o forma 2-liniara (sau forma biliniara).

(produsul scalar a doi vectori liberi)

Observatia 6.4.4. Multimea formelor n-liniare £,(V1,V,, ..., V,; W) are o structura de
K-spatiu vectorial fata de adunarea formelor n-liniare:

(F 4 G)(v1,v9, ..., v,) = F(v1,09, ..., v,) + G(v1, 09, ...;vn), v; €V i=1,...n
si fata de iInmultirea unei forme n-liniare cu un scalar:

(F)(v1,v9,...,0,) = aF(v1, 09, ...,v,), « €K, v, € Vi i =1, ..., n.

Se verifica imediat ca F'4+G si aF astfel definite sunt forme n-liniare. Mai mult, operatiile de
adunare gi Tnmultire a unei forme n-liniare cu un scalar verifica axiomele din definitia spatiului

vectorial.

Propozitia 6.4.5. Fie V1,V,, ..., V.. W spatiie vectoriale finit dimensionale peste acelasi
corp K. Atunci

Demonstratie. Fie {v;,},...,{vi,}, {w;} baze pentru spatiile vectoriale Vj,...,V,, si re-
spectiv W, iar {v] },....{v] }, {w}} bazele duale corespunzatoare.

Definim aplicatiile:

F} Vi x .. xV, — W, E{r._’in(vl, ey Un) = V5 (V1)1 (V) wj.

1 yeeyin “in
Datoritd liniaritatii aplicatiilor v , k = 1,...,n, rezulta imediat ca aplicatiile Ffl ;sunt n-
liniare. Vom demonstra ca ele formeaza o baza a spatiului £,(V1, Vo, ..., V,; W).
Consideram F' € £,,(V1,Vy, ..., V,;; W) i (vq,...,v,) € Vi X ... X V,, arbitrari. Atunci:

F(vy,...,v,) = F(Z Vi (V1)Viys -or, Zyz‘n(vn)uin) = Z Vi (v1)..v (Un)F(Viys ooy Vi) =
71 in

Bl yeeeyln
| Z ‘V;f‘l(Ul)...ufn(vn)w;(F(ml, ey Vi )Wy = | Z ‘w;(F(Vil, s l/zn))leln(vl, ey Up)-
VL yeeey In,yJ 11 ye-092m,]

Deci aplicatiile Fflln constituie o multime de generatori pentru £,(Vq, Vs, ..., V,: W). Mai
mult, multimea scalarilor {w(F (v, ...,v;,))} este unic determinata de aplicatia multiliniara
F si, in consecinta, Ffl ; formeaza o baza a spatiului £,,(V1,V,, ..., V,,; W). Asadar

i

Definitia 6.4.6. O forma multiliniara F' : V" — K se numeste alternata daca

F(vy,...,v4, .., 05, ..., 0,) = 0 ori de cdte ori v; = vj, cui < j.
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Exemplul 6.4.7. Aplicatia F : V3 x V3 X V3 — R, F(@,b,é) = a@- (b x &) = (@,b,¢)

(produsul mixt a trei vectori liberi) reprezinta o forma 3-liniara (sau forma triliniara) alternata.

Propozitia 6.4.8. Daca F : V" — K este o forma multiliniara alternata, atunci
F(vi, .o, 04, 0oy U,y Un) = —F(U1, 0, U, 0y U4y oy U)
pentru orice 1 < j.

Demonstratie. Consideram 1 < ¢ < 7 < n, arbitrari. Din Definitiile 6.4.1 si 6.4.6:
0= F(v1,..0,0 + 0V, oo, U + V), 00y ) = F(V1, 00,0350, U,y oy 0) + F (01,000,045 00,05, 00, Un) +
F(v1, 05y ey Uiy ooy Un) + F(01, 00, 05, oy U,y o Un) = F (01,00, 04, 0y 0, oy Un)F

F(v1, 005, oy Uiy ooy U, st astlel Fi(vr, ., 04,0, 0,0, 0) = —F (U1, 00, V5, oy Uy oo, Up). m|
Corolarul 6.4.9. Pentru orice forma multiliniara alternata F' : V' — K si orice per-
mutare o € S, avem
F(UU(l), ...,Ug(n)) = €(U)F(’U1, ceny Un),
unde €(o) reprezintd signatura permutarii o.
Demonstratie. Descompunem permutarea ¢ in produs de transpozitii: ¢ = 71 0 ... 0
Tm- Rezulta ca e(o) = €(71) o ... 0 e(7,,) = (—1)™. Astfel, putem sa ne reducem la cazul

m = 1. In acest caz, o este o transpozitie, iar afirmatia de demonstrat rezulta din propozitia

precedenta. O
Definitia 6.4.10. Pentru o matrice A = (aij)1<i j<n € Mn(K), suma

> €(0)a15(1)a20(2)--Cno(n)
O'GSn

se va numi determinantul matricei A. Vom nota cu det(A) determinantul matricei A.

Propozitia 6.4.11. Daca A = (a;j)1<ij<n € My (K), atunci
det(A) = det(AT).

Demonstratie. Matricea transpusa A7 = ((lg;-)lgi’jgn are elementele aiTj = aj;, pentru

orice i,j = 1,2, ...,n. Din definitia determinantului unei matrice avem:
(118) det(AT) = Z e(a)alTU(l)agU(z)...azg(n) = Z €(0)as(1)106(2)2- -0 (n)n-
O’ESn UESn

Daci o(i) = j, atunci i = 0~ !(j). Evident corespondenta S,, — S,,, ¢ — o~ ! este bijectivi.
Deoarece €(0) = €(o™!) si avand in vedere comutativitatea operatiilor de pe K, din relatia (118)

obtinem:

det(AT) = Z e(a_l)algfl(l)a%fl@)...angfl(n) = Z €(0)a15(1)A20(2)---Ano(n) = det(A).

g€Sn oESy
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Propozitia 6.4.12. Fie F' : V" — K o forma multiliniard alternatd, A = (aij)1<ij<n €

M, (K) o matrice arbitrara si elementele ey, es,...,e, € V. Daca pentru orice i = 1,...,n
n

n
definim elementele f; = Zaijej st g; = Z aje;, atunci
=1 j=1

F(f1, fay ooy fn) = F(91,92, -, gn) = det(A)F(eq, e, ...€,).

Demonstratie. Datorita "multiliniaritatii” lui F', avem:

F(f1, fa, s fn) = F(ar1€1 + arzes + ... + @1n€y, G161 + a22€3 + ... + Gopep, ..., Gp1€1+

Apo€o + ... + amen) = Z alilagiQ...aninF(eil, €igy oeey ei")
1<y ,i2,..,in<n

Definim functia o : {1,2,....,n} — {1,2,...,n}, o(k) = ix. Evident, daca o este injectiva,
atunci este si surjectiva, deci bijectiva, adica o permutare de ordin n: o € S,,. Daca ¢ nu este
injectiva, atunci exista k,l € 1,2,...,n, k # [ astfel incit ¢;, = ¢;,. Cum F este alternata, in

aceasta situatie avem: F'(e;,, €y, ..., €;,) = 0. Deci

(119) F(fi, far s fn) = > A16(1)020(2) --Uno(n) F (€a(1)s €o(2)s - €an)) =

c:{1,2,...n}—{1,2,...,n}

> 10(1)20(2)--Gna(n) F (€5(1)s €o(2)s - Caln))-
gESy

Dar, din Corolarul 6.4.9, avem
(120) F(eo(l), 60(2), ceey eg(n)) = e(a)F(el, €9, ..., en).
Din relatiile (119) si (120) obtinem:

F(fi, fo, ., fn) = Z €(0)15(1)020(2)--Unom) F' (€1, €2, ..., €) = det(A)F (e, €2, ..., €5).

O’ES’n

Pentru a proba ultima egalitate, observam ca:
n n
_ _ t
9i = D_ajie; = D aje;,
Jj=1 Jj=1
pentru orice ¢ = 1, ...,n. Din cele demonstrate mai sus, precum si din Propozitia 6.4.11, avem:

F(g1,92, s gn) = det(AT)F(el, €y, ...ey) = det(A)F (e, e, ...,). O

Consideram M,, 1 (K) multimea matricelor coloana cu n componente din corpul K. Evident
M,,1(K) este un K-spatiu vectorial de dimensiune n, o baza a acestuia fiind

1 0 0

0 1 0

el=]1 01, =0 |,., e"=] ..
0

0 0 1
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(baza canonica). Dacd A = (a;;)1<ij<n € M, (K), vom nota cu A, A% ...) A" coloanele matricei

A. Astfel

Teorema 6.4.13. (Teorema fundamentala a teoriei determinantilor) Consideram
K-spatiul vectorial V.= M, 1(K) si {e',€?,...,e"} baza sa canonicd. Atunci existd o unicd

formd multiliniard alternati F, : V" — K astfel tncat F,(e*, e, ...,e") = 1. In plus,
FL (AL, A%, .. A") = det(A),
pentru orice A € M, (K).

Demonstratie. Probam mai intii unicitatea. Fie A', A% ..., A" € V vectori arbitrari si
consideram matricea A € M, (K), avand coloanele A, A%, ..., A". Daca F,, F! : V" — K sunt
dou# forme multiliniare alternate cu proprietatea ca Fy(e!,e?, ....e") = F/(e', €2, ...,e") = 1,
atunci din Propozitia 6.4.12 obtinem ca

Fo(AY, A% . A™) = F/ (A, A%, ..., A™) = det(A).

Cum Al, A2, ..., A" au fost considerati arbitrari, rezultd ca F,, = F.

Pentru a demonstra existenta formei multiliniare alternate vom utiliza metoda inductiei

matematice.
Dacd n = 2, atunci V = My ;(K). Definim aplicatia Fy : V2 — K, F(A', A%) = ajja9 —
1209, unde Al = le si A2 = < Zm > Se verifica imediat ca F3 este forma biliniara si,
21 22

deoarece F(Al, A') = 0, este si alternata.
Presupunem ca exista F,_; cu proprietatea din enuntul teoremei gi vrem sa construim F,.
;4
Fie A, A%, .. A" c V, AV = @i | e M, 1(K), pentru orice j = 1,2,...,n si consideram
Clnj
A matricea patraticd avand coloanele A',; A% ..., A". Notam cu A;; matricea obtinuta din A
prin eliminarea liniei ¢ gi coloanei j, iar cu A}j,Afj, .
Ajj € M,_1(K). Fixam un ¢ € {1,2,...,n} arbitrar si definim aplicatia

., Af; coloanele acestei matrice. Evident

(121) F, V' — K, F,(A", A% .. A") =Y (-1)"a;F,_1(A};, A}

150 4 gy *e

' LA,

j=1

In cazul particular In care A7 = e/, pentru orice j = 1,2,...,n, rezultd ca a; = 1 si a;; = 0,
cand j # i. Pe de altd parte, AL, A?

i A A%~! va reprezenta, in acest caz, baza canonica a lui
M, _1(K). Agadar, tindnd cont gi de ipoteza inductiva, din relatia (121) obtinem
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In continuare, vom proba ca F), este forma multiliniara. Pentru aceasta, vom arata mai
intai ca
Fo(AY, . AR 4 A% LA™ = F (A AR AT+ FL (AL A AT,

pentru orice A, ..., Ak A% A" € V si 1 < k < n. Presupunem ca

!
Ay ay;
/
A/k — a2k A] _ a2]
) )
al a
nk nj

pentru orice j = 1,2,...,n. Consideram matricele A = (a;;)1<i j<n, 4" = (agj)1<l-j<n, cu a;; =
aij, cand j # k, B = (bij)1<i,j<n, CU b = ay; = aj;, pentru j # k si by, = ag + ajy,. (De fapt, B
este matricea avand coloanele Al, ..., A¥ + A% . A") Atunci

n—1y\ __
Bij )_

ijr Dijor oo

F(A' L AR A% LA™Y = (1) b (B, B
j=1

Z(_l)“—jbij (B’Llj’ BZQJ’ Y B?j_l) + ( )H— bZan 1(sz7 sz’ ) Bgc_l) =

j=1
j#k

n n
Z Ha F, (Allj, Afj, s A%_l) + Z(—l)iﬂa;an_l(Ag, Ag, . A;’}_l)%—
o J#k

k

(=) ay By (AL, A% AT (=1l F, (A AR AT =

E (AL, .. AF LA™ + F, (AT ...,A’k, LA™Y = FL (AL AR LAY 4+ Fy (AL L AR AT,
Demonstram acum ca

Fo(A', . XAF . A™) = \E, (A, ... AR, .. A"),

pentru orice A', ..., AF . A" € V, A € Ksi 1 <k < n. Consideram matricea C' = (¢;j)1<ij<n
avand drept coloane pe A, ..., A, ..., A", Atunci ¢;; = a;j, pentru j # k §i ¢ = Aa. Rezultd
ca

177

F,(AY, .. \A* ") =Y (=) ey Faa(CL, Co L CF Y =
7j=1

( 1)z+jcw (Cl CQ

ijr Yigr e

C?jil) + (_1)i+kcianfl(C'lka ka, o Cﬁf) -

(2

'Mz

(SR
gl
EEe

Z Z+‘ja,ij>\Fn_1(A1 A2

ijor LLigo s

A%—l) + (1) Xag Fy1 (Afy, AR, s AR =

j=1
Jj£k

. 2 n— k n
)\Z(— ﬂaw (Allj,Af],...,Aij D = AF, (A, ... AF . A™).
In final, vom demonstra ca forma multiliniara F' este alternata. Presupunem ca doi dintre

vectorii A!, A%, ..., A" sunt egali. Fara a reduce generalitatea putem presupune ca A! = A?
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(altfel, se aplici o permutare vectorilor A!, A2 ..., A" astfel incAt in urma acesteia primii doi

vectori sa fie egali). Atunci:

Fo(AY A% LAY =3 ()" Hag Fuy (A, AY L ALY = (1) an Foo1 (Al AZL AT+
7j=1
(=) PapF, 1 (A, A%, ., Al + 3 (1) ay Fy 1 (AL, AL AR,
7j=3

Deoarece A' = A%, atunci A}; = A3, pentru j = 3, ..,n si in consecinta

1 2 n—1
Fouq (AL, A%, AT =0,

150 < g0

pentru j = 3,..,n. Pe de alta parte, egalitatea A' = A% conduce la
i Foa(Ajy, AL AT = anFo 1 (A, A, o AT,
deci
(1) " an Fua (Ajy, A s AT 4 (1) a1 (A, A, - Al = 0.
Astfel putem conchide ca
F,(A', A% .. A™) = 0.
O

Din definirea lui F),, data in Teorema fundamentald a teoriei determinantilor, se obtine
urmatorul rezultat, cunoscut sub numele de dezvoltatrea determinantului dupa linia i:

Corolarul 6.4.14. Daca A = (a;;)1<ij<n € My (K), atunci pentru orice i = 1,2, ...,n avem
det(A) = (1) a;;det(A;j),
j=1

unde A;; este matricea oblinuta din matricea A prin eliminarea liniei i si coloanei j.

Folosind Propozitia 6.4.11, Teorema 6.4.13, precum si proprietatile formelor multiliniare
alternate, regasim urmatoarele proprietati ale determinantilor:

Corolarul 6.4.15. 1) O matrice avand doua linii sau doud coloane egale are determinantul
zero.

2) Daca se permuta doud lingi sau doud coloane ale matricei, se schimba semnul determi-
nantului matrices.

3) Daca se inmultesc elementele unei linii sau coloane dintr-o matrice cu un element din
corpul K, valoarea determinantului matricei se multiplica prin acel element.

4) Daca la o linie (resp. coloana) a unei matrice se adund o alta linie (resp. coloana)
inmultita cu un element din K, valoarea determinantulur nu se schimba.

5) Daca toate elementele unei linii sau unei coloane dintr-o matrice sunt nule, atunci de-

terminantul matricei este zero.

Propozitia 6.4.16. Daci A, B € M,,(K), atunci
det(AB) = det(A)det(B).
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Demonstratie. Fie A = (az‘j)lgi,jgn,B = (bij)lgi,jgn' Consideram {61,627 ...,e"} baza

n n

canonica a K-spatiului vectorial M,, ;(K) si definim f; = Z bijej , Qi = Zaij fj, pentru orice
j=1 J=1

1=1,2,...,n. Atunci

fi 6; g1 fi
f2 —p.| ¢ si 92 | _ 4. f2
fn e" In fn
Rezulta ca
7 el ol
o 2 o2
=A-|B = (A- B)
Gn en en
Aplicand Propozitia 6.4.12, obtinem pe de-o parte:
(122) Fu(g1, 92, -y gn) = det(AB) - F,(e', e, ....e") = det(AB),

iar pe de alta parte
(123)  Fo(91, 92, ., gn) = det(A) - Fu(f1, for ooy fn) = det(A) - (det(B) - F(e', €, ...,e")) =
det(A) - det(B).
Din relatiile (122) si (123) obtinem
det(AB) = det(A)det(B).
O

Observatia 6.4.17. Corolarul 6.4.14, Corolarul 6.4.15, precum si Propozitia 6.4.16 au fost
obtinute si in cadrul Capitolului II. Demonstratiile prezentate in aceasta sectiune se bazeaza

insa pe notiunea de forma multiliniara alternata.

Exemplul 6.4.18. Fie V gi W doua K-spatii vectoriale, T : ¥V — W o transformare
liniara i F': W" — K o forma n-liniara alternata. Atunci aplicatia
G: V' —K,  G(ry,29,...x,) = F(T(x1),T(22),.... T(xy))
este o forma n-liniara alternata.
intr-adevér, fie xq,..., 2z, 2%, ..., x, € Vi o, € K, arbitrari. Tinand cont ca T este trans-
formare liniara, iar I’ forma n-liniara, succesiv avem:
G(xy, ., aw; + B, o xn) = F(T(x1), ..., T(ax; + ), ... T(z,)) =
F(T(@1), .. aT(xs) + BT(}), .. T(2n)) = €F(T(@1), ., T(x),.. () +
BF(T(x1),....;T(x}), ... T(xn)) = @G (X1, oy Tiy oory Tp) + BG(T1, 0y Ty oy )
si, In consecinta, G este forma n-liniara.
Daca exista 1 <i,j < n, i # j astfel incat z; = x;, atunci evident T'(z;) = T'(x;). Deoarece
F este o forma n-liniara alternata, atunci F(T'(x1), ..., T'(x;), ..., T'(xj), ..., T(x,)) = 0, de unde

rezulta ca G(z1, ..., i, ..., Tj, ..., ) = 0. Asadar, G este o forma n-liniara alternata.
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6.5. Produs tensorial

Definitia 6.5.1. Fie V st W doua spatii vectoriale peste corpul comutativ K. Un K- spatiu
vectorial V@ W impreuna cu o aplicatie biliniara F : VX W — V ® W se numeste produs
tensorial al lui V cu W peste corpul K daca pentru orice K- spatiu vectorial U si orice
aplicatie biliniard G : V x W — U existd o unicd transformare liniard G : V@ W — U

astfel incat urmatoarea diagrama

este comutativd: Go F = G.

Observatia 6.5.2. Din definitia produsului tensorial rezulta ca avem urmatorul izomorfism

de spatii vectoriale:

Intr-adevir, dati o aplicatie biliniard G € L5(V, W; U) existd un unic morfism G € Homg(V®
W, U) astfel incat G(v®@w) = G(v,w), pentru orice (v,w) € V x W. Reciproc, dat un morfism
7v: VW — U, compunerea yo0® : VX W — U este aplicatie biliniara. Mai mult,
aplicatiile
Lo(V,W;U) > g g € Home(V® W, U)
si
Homg (V@ W,U) 37— y0® e Lo(V,W; U)

sunt inverse una celeilalte.

Propozitia 6.5.3. Produsul tensorial a doua K-spatii vectoriale, daca exista, este unic
pand la un izomorfism: daca'V si W sunt doud K-spatii vectoriale, iar V&1 W si V@ W sunt
produse tensoriale ale lut 'V cu W peste K, atunci V1 W ~V ®y W,

Demonstratie. Fie F; : VXW — V®, Wi Fy : VXW — V®y,W aplicatiile biliniare
corespunzatoare celor doua produse tensoriale. Deoarece V ®; W este un produs tensorial, din
Definitia 6.5.1, exista o unica transformare liniara Gi . Ve W — V@, W, astfel incat

diagrama

F
VXW—»V@MW

este comutativa.
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Cu aceleasi argumente, schimband rolurile lui V&, W si V&, W, exista o unica transformare
liniard Go : V@, W — V @, W, astfel incat diagrama

G
VXW—»V@QW

Vo W
este comutativa.
Deoarece GooG1oF = GooG = I, atunci transformarea liniara Gy0G, : VO W — Ve W

face comutativa urmatoarea diagrama:

F
VXW—»V@MW

:G_QOG_l

A\
Ve W

Dar, si idyg,w face comutativa diagrama precedenta. Tinand cont de unicitate, obtinem ca

<>

Gyo Gy = tdyg,w. Similar se demonstreaza ca Gi0Gy = idyg,w, deci G4 si (5 sunt inverse
una alteia, de unde rezulta Vo, W ~V ®y W. O

Propozitia 6.5.4. Daca V si W sunt doua K-spatii vectoriale, atunci produsul tensorial
al lut' V cu W exista.

Demonstratie. Date fiind K-spatiile vectoriale V si W, vrem sa construim un nou spatiu
vectorial V ® W si o aplicatie biliniara F': V x W — V ® W care satisfac Definitia 6.5.1.

Vom considera £(V x W) spatiul vectorial al tuturor combinatiilor liniare finite de perechi
ordonate (v,w) cuv € V gi w € W. Evident, V x W este o baza a acestui spatiu vectorial.

Notam cu U subspatiul vectorial al lui £L(V x W) generat de toti vectorii de forma
(v1 + v, w) — (v, w) — (va, W)
(v, w) — a(v,w)
(v, w1 + we) — (v,wy) — (v, ws)
(v, aw) — a(v,w),
unde v,v1,v2 € V, w,wy,wy € W si a € K.
Definim V ®@ W ca fiind spatiul vectorial cat al lui £L(V x W) prin subspatiul U:
VoW =L(VxW)/U,

iar aplicatia F' : VX W — V®W ca si compunerea dintre incluziunea i : VW — L(V x W)
si proiectia canonica 7 : L(V x W) — L(V x W)/U. Din modul de definire al subspatiului
U, rezulta ca aplicatia F' construita anterior este biliniara.

Consideram aplicatia biliniara G : V x W — U. Deoarece V x W este o baza a lui
L(V x W), aplicatia G induce o unici transformare liniard G : £(V x W) — U astfel incat
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G((v,w)) = G(v,w), pentru orice (v,w) € V x W. Datorita biliniaritatii lui G si din definirea
subspatiului U, rezulta ca G se anuleazi pe elementele lui U. Astfel obtinem o transformare

liniard G : VW — U, G(F((v,w))) = G((v,w)) = G(v,w). Deoarece elemetele de forma
F((v,w)) genereaza spatiul V ® W, atunci G va fi unic. i

Observatia 6.5.5. Avand asigurata existenta produsului tensorial, precum si unicitatea
lui, pana la un izomorfism, pentru doua K-spatii vectoriale date V si W vom folosi denumirea
de produsul vectorial al lui V cu W. De asemenea, daca F': VX W — V ® W este aplicatia
biliniara asociata produsului tensorial, vom nota cu v @ w imaginea elementului (v, w) € VxW

prin aplicatia F'.

Propozitia 6.5.6. Fic v;, i = 1,...,n vectori liniar independenti din 'V st w;, i = 1,...,n
vectori arbitrari din W. Atunci relatia
Z (% (=Y w; = 0
i=1
implica w; = 0, pentru orice v =1, ....n.

Demonstratie. Deoarece v;, i@ = 1,...,n sunt vectori liniar independenti, atunci putem
construi transformarile liniare f* € V* = Homg(V,K) astfel incat

i i 1 ,daCé sz
f(“j)_5j_{o . daci i # .

Construim forma biliniara
n

F:VxW-—K, F,w)=> f(v)g(w),

i=1
cu g' € W*, arbitrari. Din definitia produsului tensorial rezultd ca exista transformarea liniara
h:V®@W — K astfel Incat h(v @ w) = f'(v)g'(w). Atunci
i=1
h(D vy @w;) = D fi(v))g'(wy) = g'(wi).
j=1 ij=1 i=1
Deoarece » v; ® w; = 0, obtinem ca »_ ¢g*(w;) = 0, pentru orice g* € W*. Rezultd ca w; = 0,

i=1 i=1
pentru orice t =1, ..., n. O

Corolarul 6.5.7. Dacav #0 si w #0, atunci v ®@w # 0.

Propozitia 6.5.8. Daca V si W sunt K-spatii vectoriale finit dimensionale, atunci
dimg(V @ W) = dimg(V)dimg(W).
Demonstratie. Folosind izomorfismul (124), precum si Propozitia 6.4.5, succesiv avem:
dimg (V@ W) = dimg (Ve W)* = dimgHomgz(V @ W, K) = dimg Lo(V, W; K) =
dimg (V)dimg (W)dimg (K) = dimg (V)dimg (W).
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Corolarul 6.5.9. Daca {v;},_1; si {w;}, 1 sunt baze ale K-spatiilor vectoriale V si re-

spectiv W, atunci {v; ® w;} este 0 baza a lui V@ W.

i=Ln
j=1m

Demonstratie. Deoarece multimea {v @ w/v € V,w € W} genereaza K-spatiul vectorial
V ® W, iar orice element v ® w este o combinatie liniara de elemente de forma v; ® w;, rezulta
ca {v; ® w;} ;_1, genereaza spatiul VW. Tinand cont ca dimg(V@W) = dimg(V)dimg(W)

j=1lm
este exact numarul de elemente din multimea {v; ® w;}

=1 » atunci {v; ® w;} ,_7; este o baza

j:l,m j:l,m

aluil Ve Ww. O

Propozitia 6.5.10. Daca V si W sunt doua K-spatii vectoriale, atunci
VOIW~W®RYV.

Demonstratie. Izomorfismul dintre cele doua spatii vectoriale rezulta imediat avand in

vedere egalitatea dintre dimensiunile lor:

In continuare vom preciza izomorfismul canonic dintre cele doua spatii vectoriale. Con-
sideram aplicatia G : VX W — W®V, Gv,w) = w ® v. Deoarece G este aplicatie

biliniara, atunci exista o unica transformare liniara G : V@ W — W ® V cu proprietatea ca

G(v ® w) = w ® v. Deoarece multimea {w ® v/w € W, v € V} genereaza K-spatiul vectorial
W ®V, aplicatia G este surjectivd. Avand in vedere ci dimg (V@ W) = dimg(W @ V), rezulta
cd G este izomorfism. o

Propozitia 6.5.11. Daca V este un K-spatiuv vectorial, atunci
KIV~2V sasVRK~YV.

Demonstratie. Avand in vedere propozitia precedenta, precum si tranzitivitatea relatiei
de izomorfism, este suficient sa probam unul dintre cele doua izomorfisme. Din Propozitia 6.5.8
avem:
dimg (K ® V) = dimg(K)dimg (V) = dimg(V),
deci K@V~ V.
Lasam cititorului ca exercitiu sa probeze ca aplicatia

KV —YV, fkov)=Fk
reprezinta izomorfismul canonic. O
Propozitia 6.5.12. Daca V, W si U sunt trei K-spatii vectoriale, atunci
(VawW)a U~V (WeU,).
Demonstratie. Din Propozitia 6.5.8 avem:
dimg (Ve W) @ U) = dimg(V @ W)dimg (U) = (dimg(V)dimg (W))dimg (U) =
dimg (V) (dimg(W)dimg (U)) = dimg(V)dimg(W @ U) = dimgV @ (W @ U).
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Observatia 6.5.13. Avand in vedere proprietatea de asociativitate a produsului tensorial
demonstrata in Propozitia 6.5.12 rezulta ca putem scrie V@ W @ U in loc de (V@ W) @ U.
Astfel, putem defini ugor produsul tensorial al unui numar finit de K-spatii vectoriale. In mod
natural, putem extinde relatia dintre aplicatii biliniare si produse tensoriale de doua spatii
vectoriale la relatia dintre aplicatii n-liniare si produse tensoriale de n-spatii vectoriale.

De asemenea, Propozitia 6.5.12 ne permite sa definim recursiv "puterea tensoriala” a unui
K-spatiu vectorial astfel:

Ve =K
Vel =V
V& = V-1 @V, pentru orice n > 1.

6.6. Probleme propuse

Problema 6.6.1. Care dintre urmatoarele aplicatii:

a) F:R2xR? - R, F(z,y) = 192 — 2y1, unde x = (21, 22), y = (Y1, ¥2);

b) F:R*x R?> = R, F(z,y) = (v — 41)* — Toyo, unde = = (21, 72), ¥y = (Y1, Yo);

¢) F:R*xR® = R, F(x,y) = 11y1 + 222y> — 3x3ys, unde x = (11, 22, 3), ¥ = (Y1, Y2, ¥3),

sunt forme biliniare?

Problema 6.6.2. Fie A € M, (R) o matrice fixatd. Sa se demonstreze ca aplicatia F' :
M, (R) x M,(R) = R, F(X,Y) = XAY" este o forma biliniara. Este aceasta forma biliniara

simetrica?

Problema 6.6.3. Fie F' : V x V — R o forma biliniara pozitiv definita. Atunci are loc
inegalitatea:

F(z,y)? < F(z,2)F(y,y),

pentru orice x,y € V, cu egalitate daca si numai daca vectorii x si y sunt liniar dependenti.

Problema 6.6.4. Se considers aplicatia F' : R?® x R* — R,
F(z,y) = 311y2 + Toy1 + oy — T3y1 + 273Y3,

unde x = (21,22, 73), ¥y = (Y1, Y2, Y3)-
a) Aratati ca F este forma biliniara;
b) Scrieti matricea asociatd lui F in baza canonica By a lui R?;
¢) Determinati matricea asociata lui F' in baza By = {(0,1,1), (1,0,0), (1,1,0)}.

Problema 6.6.5. Sa se determine formele patratice induse de urmatoarele forme biliniare
simetrice:

a) F:R*xXR3 = R, F(z,y) = 21y1 + Tays + T3y + 221Yy2 + 200y — 4xoy3 — 4w3Ys

b) F: M,(R) x M,(R) = R, F(AB) =Tr(AB).
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Problema 6.6.6. Utilizand metoda lui Gauss, sa se reduca la forma canonica urmatoarele
forme patratice:

a) Q(z1, w2, 73) = 2% + 923 + 1722 — 22129 + 471 73;

b) Q(z1, T2, x3) = 42? + 23 + x5 — dw1x9 — da123 + B913;

¢) Q(z1, e, T3, T4) = T1Tg + T1T3 + T1X4 + ToXg + ToXy + T3Ty;

d) Q(z1, w9, w3, T4) = T3 + 275 — 3% + 1179 + 20173 — 40174 + To2T3 + T3T4.

Problema 6.6.7. Reduceti urmatoarele forme patratice la forma canonica, utilizand metoda
lui Jacobi:

a) Q(x1, w9, x3) = 27 + 823 + 23 + 163122 + 4dz173 + dwo3;

b) Q(z1, w9, x3) = 2% + 223 + 322 — 479 — dw973;

c) Q(z1, w9, w3, 74) = T3 — T3 + 23 — 202 — 2my79 + 27173 — 27174+

20903 — 42924

d) Q(z1, 9, w3, 74) = 3 + T3 + 423 + 423 + 4x173 + 22174 + 20073+

2xo14 + 62374.

Problema 6.6.8. Cu ajutorul metodei transformarilor ortogonale, sa se reduca la forma
canonica urmatoarele forme patratice:
a) Q(z1, T9, v3) = 2?2 + 223 + 323 — w179 — 4T073;
b) Q(x1, e, 3) = 23 + 235 + 23 — 20119 — 27173 — 2T973;
C) Q(Il, T2, I‘3) = 31’% + 5I% + 71’% - 8$1I2 + 81‘21’3.
Problema 6.6.9. Se considera forma patratica
Q(x1, 29, 13) = 527 4 623 + 402 — 41179 — 401 T3,

Utilizand metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi gi respectiv metoda transformarilor ortogonale,

sa se reduca forma patratica la forma canonica. Verificati Teorema inertiei.
Problema 6.6.10. Fie () : R® — R forma patratica definita de
Q(z1, 9, 73) = (0 — 2)2% + (@ — 2)25 + (a0 + 1)a3 — 22129 + 43173 — 42073,

unde « este un parametru real

a) Pentru ce valori ale lui @ forma canonica este pozitiv definita?

b) Pentru a = 3 sa se determine forma canonica a lui @, folosind metoda transformarilor
ortogonale.

(Concurs Traian Lalescu, Etapa locala 2009, Universitatea Tehnica de Constructii Bucuresti)

Problema 6.6.11. Fie V si W doua K-spatii vectoriale. Sa se gseasca izomorfismul natural:
(VW) ~ V'@ W,
Problema 6.6.12. Fie V si W doua K-spatii vectoriale. Daca vy, vy sunt doi vectori liniar

independenti din V, iar wy,ws sunt doi vectori liniar independenti din W, sa se demonstreze
ca nu exista v € V gi w € W astfel incat

V1 QW1+ v ®wy =0 R w.
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Problema 6.6.13. Sa se stabileasca urmatoarele izomorfisme:
a) R®¢ R ~ R, ca si Q-spatii vectoriale;

b) C®q C ~ C x C, ca si Q-spatii vectoriale;

c) C ®r C ~ R*, ca si R-spatii vectoriale.
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Solutii

1.5.1 Demonstram mai intéi ca (a) = (b) si (a) = (¢). Fie A ={ay...,a,}. Daca [ este
injectiva, atunci f(a1), ..., f(a,) sunt n elemente distincte din A, deci A = {f(a1),..., f(an)},
adica f este surjectiva si implicit bijectiva.

Daca f este surjectiva, atunci {f(a1),..., f(a,)} = A deci f(aq),..., f(a,) sunt distincte
doua cate doua, adica f este injectiva gi prin urmare f este bijectiva.

Demonstram acum implicatiile (b) = (a) si (¢) = (a). Presupunem prin absurd ca A este
o multime infinita si vom construi functiile f,g: A — A, f injectiva nesurjectiva, g surjectiva
neinjectiva. Fiind infinitd, A contine o submultime infinita B = {ay, as, ..., a,,...}. Definim

functiile f,g: A — A prin

any1 daca x =a, an—1 dacazr=a,, n>2.

f(:c)—{x’ daca x € A\ B g(x)—{x’ dacd x € A\ BU{a;}

Deoarece a; ¢ Im(f), g(a;) = g(az) rezulta ca f nu este surjectiva, iar g nu este injectiva. Pe
de alta parte, f este evident injectiva (este injectiva pe ramuri iar f(A\ B) N f(B) = 0) iar
g este evident surjectiva. Deci f este injectiva si nu e surjectiva, iar g este surjectiva si nu e
injectiva, o contradictie.

1.5.2 Putem presupune fara a restrange generalitatea ca A = {1,...,m} si B={1,...,n}.
Fie f : A — B o functie oarecare. Atunci f este perfect determinata de valorile f(1),..., f(m).

(a) Fiecare f(i) poate fi ales arbitrar din B, deci poate fi ales in n moduri. Prin urmare,
numarul total de functii care se pot defini pe A cu valori in B este n™.

(b) In mod evident, daca m > n rezulta din definitia functiei injective ca nu exista functii
injective definite pe A cu valori in B. Fie m < n si f o functie injectiva. Rezulta ca
F(1),..., f(m) sunt distincte doui cate doud. In particular, a da o functie injectivil f revine la
a alege o submultime ordonata cu m elemente a lui B. Prin urmare numarul functiilor injec-
tive este numarul de submultimi ordonate cu n elemente ale multimii B (cu n elemente) adica
A" =nl/(n —m)l.

(c) Pentru calculul numarului functiilor surjective avem nevoie de Principiul includerii si
excluderii pe care 1l enuntam fara demonstratie (demonstratia se poate face prin inductie dupa
numarul de multimi n).

Principiul includerii si excluderii. Fie Y o multime finita nevida si Y7, ..., Y, submultimi
ale lui Y. Atunci are loc:

YiU---UY, | =YY= > VY4 > YN Y4 (=DM YN N

i=1 1<i<j<n 1<) <ig<--<i;<n
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Numarul functiilor surjective se obtine scazand din numarul total de functii (calculat la punctul
(a)) pe cel al functiilor care nu sunt surjective. Sa notam cu N numarul functiilor care nu sunt
surjective. Prin definitie, f nu este surjectiva daca exista i € B astfel incat i ¢ Im(f). Sa
notam cu Y;, pentru orice i = 1,...,n, multimea functiilor f : A — B cu i ¢ Im(f). Atunci
N = |Y1U---UY,| si pentru calculul lui N folosim principiul includerii si excluderii. Raméane de
vazut cine este |Y;, N---NY;, |, unde [ parcurge multimea {1,...,n}iarl1 <i; <ip <--- < < n.
Din definitia lui Y; obtinem ca multimea Y;, N --- NY;, este multimea functiilor definite pe A
care iau valori in multimea B\ {i1, ..., 4}, deci are (n — )™ elemente conform (a). Pentru un

[ fixat, avem C! astfel de intersectii. Deci, numarul de functii surjective este egal cu
n" = ViU UY =" = (Chn = 1) = CR(n = 2)" + -+ (=1)"Cp 7 (n — (n = 1))™),

adica numarul cautat.

1.5.3 (a) ~ este reflexiva (¢ —a = 0 € Z), simetrica (a — b € Z implica b — a € Z) si
tranzitiva (a —b € Z i b — ¢ € Z implica a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) € Z), deci ~ este relatie
de echivalenta. (b) = este reflexiva, simetrica gi nu este tranzitiva (|0 — 1| < 3, |1 — 3] < 3 dar
|0 — 3| =3 > 3), deci = nu este relatie de echivalenta. (c) o nu este reflexiva (1/3+1/3¢7Z) ,
este simetrica si nu este tranzitiva (2/3+1/3 € Z, 1/3+5/3 € Z dar 2/3+5/3 ¢ Z), deci nu
este relatie de echivalenta.

1.5.4 Se verifica imediat ca ~ este relatie de echivalenta. Clasa de echivalenta a lui 2
este 2 = {w| |w| = |z|}. S& observam ca 0 = {0}, iar z ~ |z| implica % = |2| pentru orice
z € C. Geometric, prin identificarea lui C cu planul, via bijectia z = a + ib — (a, b), clasele
de echivalenta sunt cercurile cu centru in origine. Aceasta ne arata ca un sistem complet de
reprezentanti este orice semidreapta inchisa care pleaca din originea planului. Algebric, sa
aratam ca R, este un sistem complet de reprezentanti. Deoarece z ~ |z] si [2] > 0, |z] € R
rezulta ca pentru orice z € C exista un element a € Ry astfel incat z ~ a. Mai departe, este
evident ca daca a,b € R cu |a| = |b| rezulta cd a = b. Obtinem astfel ca R, este un sistem
complet de reprezentanti pentru ~. Alegerea sistemului complet de reprezentanti nu e unica.
Cititorul este invitat sa demonstreze ca oricare din urmatoarele multimi este un sistem complet
de reprezentanti pentru ~: R_, iR} = {ai] a € Ry}, {a +ai| a € R, }.

1.5.5 Se verifica la fel ca la exercitiul anterior ca ~ este o relatie de echivalenta. Daca
z = a+ib € C este un numar complex atunci se verifica imediat ca a + ib ~ ¢ + i¢d daca si
numai daca b = d. Deci clasa de echivalenta a unui numar complex z = a + b este a+ib=
{c+1ib| ¢ € R}. Geometric, clasele de echivalenta sunt dreptele verticale, iar un sistem complet
de reprezentanti este dat de orice dreapta care nu este verticala. Algebric, se poate verifica
la fel ca la exercitiul anterior ca oricare din multimile urmatoare este un sistem complet de
reprezentanti: R, {a +ib| b € R}, {z + 1 +iz| x € R}.

1.5.6 Relatia ~ este reflexiva (a+b = b+ a), simetrica (a+d = b+ ¢ implica b+ ¢ = a+d)
si tranzitiva (a +d = b+ ¢ si ¢+ f + d + e implica, prin adunarea relatiilor, ca a + f = b+ e),

—

deci este o relatie de echivalenta. Fie multimea factor N x N/ ~= {(a,b)| a,b € N}. Definim

——

functia f : NxN/ ~— Z prin f((a,b)) = a—b. Aratam ca f este bine definita si apoi ca f este
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functie bijectiva. intr—adevér, sa presupunem ca a, b, c,d € IN sunt astfel incat @ = (C,/E)
Obtinem din definitia lui ~ ca a +d = b+ ¢, adica a — b = ¢ — d. Cu alte cuvinte, definitia lui
f nu depinde de reprezentantul ales al clasei de echivalenta, adica f este bine definita. f este
injectiva deoarece daca f(@) = f(@) pentru a,b,c,d € N, rezultd ca a — b = ¢ — d, de

—— ——

unde a+d = b+c adica (a,b) = (¢, d). Pentru surjectivitate, este ugor de vazut ca f((n,0)) =n
sif ((ﬂ)) = —n pentru orice n € N. Obtinem ca f este bijectiva, ceea ce doream.

1.5.7 Operatia * este asociativa daca gi numai daca (z x y) * z = x * (y * z) pentru
orice x,y,z € Z. Calculand, obtinem (z *y) * z — z * (y * 2) = (ac + b — v*)(x — z). Prin
urmare * este asociativi daca si numai dacd b?> = b + ac. Operatia * are element neutru daca
si numai daca exista e € Z astfel Incat pentru orice x € Z avem x xe = e xx = x. Dar
xxe—x=exx—1x=(ae —1+b)x+ be+ ¢, deci x are element neutru daca gi numai daca
(ae — 1+ b)x + be + ¢ = 0 pentru orice x € Z daca gi numai daca ae — 1 +b =0 si be + ¢ = 0.
Asgadar * are element neutru daci si numai daca blc si b* = b+ ac.

1.5.8 Fie ¢ : (Q,+) — (Z,+) un morfism de grupuri. Din definitia morfismului obtinem
ca ¢(0) = 0. Sa presupunem ca ¢(1) = a # 0 si fie p un numar prim mai mare strict decét
a (putem alege un astfel de p deoarece multimea numerelor prime este infinitd). Deoarece

o(x +y) = ¢(x) + ¢(y) pentru orice x,y € Z, obtinem ca

1 1 1
];) = ¢(5) +-F ¢(];) = p¢(5)7

de unde rezulta ca (;5(110) = a/p ¢ Z, o contradictie cu Im(¢) C Z. Asadar avem ca ¢(1) = 0.
Aceasta implica imediat ca ¢(n) = 0 pentru orice n € Z si la fel ca mai sus ca ¢(1/n) = 0
pentru orice n € Z*. Implicit obtinem ca ¢(x) = 0 pentru orice z € Q.

1.5.9 Sa observam mai intéi ca (Zsg12,+) este grup finit pe cand (Z,+), (Q,+) si (Q,-)
sunt grupuri infinite, deci primul grup nu este izomorf cu nici unul din celelalte 3 grupuri.
Am vazut in problema anterioara ca singurul morfism de grupuri de la (Q,+) la (Z,+) este
morfismul nul, prin urmare aceste doua grupuri nu sunt izomorfe. In sfarsit, (Q*,-) are un
element de ordin 2, pe —1, iar celelalte doua grupuri nu au.

1.5.10 E clar ca matricea unitate se afla in H. Se arata prin calcul ca H este parte stabila

in raport cu adunarea si iInmultirea matricelor. De exemplu, pentru inmultire avem

a B vy o0\ ay— [0 ad+ By

-0 « -0 v —ad+ 3y ay—p5 )
Deoarece My(C) este inel (vezi Teorema 2.1.11), rezulta ca H este subinel al lui My(C). Fie
< “© g > o matrice nenuli din H, deci A = |a?| + || # 0. Se verificd usor ca

—p
(5 a) (5 aa)-(o 1)
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de unde rezulta ca orice element nenul al lui H este inversabil, ceea ce inseamna ca H este corp.

(o ) Ca)=(a)= ()= (5 0) (o %)

implica faptul ca H este corp necomutativ. Pentru demonstrarea ultimei afirmatii, definim mai
a

0

gandi R gi C ca pe subcorpuri ale lui H prin identificarea fiecarui a € C cu f(a). In particular,

numarul real a se identifica cu ( 8 2 >, iar ¢ se identifica cu ( 8 —Oz ) Consideram si

In plus,

intai morfismul (injectiv) de corpuri f : C — H, f(a) = ( 2 ) Prin acest morfism putem

elementele j = ( 01 ), k = ( (z) ! ) Prin calcul se arata ca ij = k, ji = —k, jk = 1,

-1 0 0
kj=—i,ki=j,ik=—jsii®?=32=k*=—1 In plus, daca luam un element arbitrar al lui
H, _OCB g ,cua=x+1y € Csi =2+ 1iu € C, 1l putem identifica via notatiile facute
mai sus cu

( “ ﬁ>:< Ty Z+Zu>:x+yi+zj+uk,

—Z 4w x -y

scrierea fiind unica. Asta inseamna ca mai putem scrie pe H si sub forma
H={x+yi+ zj +uk| z,y,z,u € R},

impreuns cu relatiile ij = k, ji = —k, jk =i, kj = —i, ki = j, ik = —jsii® = j2 = k? = —1.
Fie urmitoarea submultime a lui H, {yi + zj + uk| y,z,u € R, y? + 22 + u? = 1}. Aceasta
multime este infinita si are proprietatea ca orice element al ei este radacina a polinomului
X? +1 € H[X], cum se poate verifica ugor tinand cont de regulile de calcul din H.

1.5.11 Fie R un astfel de inel si fie a € R, a # 0. Definim functia ¢, : R — R, ¢,(z) = ax.
Daca ¢,(z) = ¢,(y), atunci ax = ay sau a(x—y) = 0, de unde rezulta ca x = y, deoarece inelul R
este integru. Prin urmare, functia ¢, este injectiva si aplicand Propozitia 1.1.2 rezulta ca ¢, este
si surjectiva. De aici, obtinem ca exista b € R astfel incit 1 = ¢,(b) = ab. Analog, considerand
functia ¢, : R — R, ¥,(z) = xa obtinem ca exista ¢ € R astfel Incat 1 = ¢,(c) = ca. Dedi,
avem ab = 1 = ca de unde obtinem b = 1-b = (ca)b = c(ab) = c¢- 1 = ¢, adica a este inversabil.
Cum a a fost ales arbitrar, obtinem ca R este un corp.

1.5.12 Avem ca & € U(Z,) & existiy € Zcuij =1 existia,y € Zcuzy+an =1 &
(z,n) = 1. De aici obtinem ci Z, este corp < U(Z,) = Z, \ {0} < toti intregii strict pozitivi
mai mici decat n sunt primi cu n < n este numar prim.

1.5.13 E clar ca matricea unitate se afla in K. Se arata prin calcul ca K este parte stabila

in raport cu adunarea si inmultirea matricelor. Prin urmare, K este un subinel al lui My(Z7)

~
A

a

~b @

. Cum det(A) = a% + 0% si a2,b? € {0,1,2,4}, deoarece a,b € Z; rezulti cii det(4) = 0 <

a=b=0e A=0¢e MyZ;). Deci A # 0 < det(A) £ 0. Se verificd imediat ci matricea
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a/det(A) —b/ det(A)
b/ det(A)  adet(A)
un corp comutativ. Fie acum p un numar prim astfel incat p = 3(mod4). Analog se arata ca
a b
“ +#0 &
i)
det(A) # 0. Aceastd afirmatie este echivalents cu a2 +02=0<a=>b=0sau pla®+0? < plasi

) apartine lui K si este inversa lui A. Prin urmare, obtinem K este

K este inel comutativ. La fel ca mai sus este suficient sa aratam ca A = <

plb. Aceasta ultima echivalenta este datorata ipotezei ca p = 3(mod 4). Demonstrarea acestui
fapt nu este deloc ugoara, cititorul avand nevoie de cunogtinte de teoria numerelor (simbol
Legendre) sau de algebra. Dam in continuare demonstratia variantei algebrice, care presupune
cunoagterea elementelor prime ale inelului Z[i| = {a + bi a,b € Z}. Mai exact, in Z[i] se stie
ca numerele prime p din Z care au proprietatea ca p = 3(mod 4) sunt numere prime si in Z[i].
Atunci din pla®+b? rezulta c& p|(a+bi)(a—bi) si, folosind faptul c& p este prim in ZJ[i], obtinem
ca pla+ bi sau pla—bi. Daca pla+bi atunci din definitia divizibilitatii in Z[i] obtinem c& exista
z = c+di € Z]i] astfel incat a + bi = p(c+ di). Egalitatea de numere complexe implica a = pc
si b = pd, adica p|a si p|b.

1.5.14 Presupunem prin absurd ca exists un izomorfism de corpuri ¢ : Q(v/3) — Q(+/5),
unde Q(v/3) = {a+bv/3| a,b € Q} si Q(V5) = {a+b+5| a,b € Q}. Deoarece ¢ este morfism
de corpuri si ¢(1) = 1 rezulta ci ¢(q) = q pentru orice ¢ € Q. Fie ¢(v/3) = a+b+/5 € Q(V5).
Atunci

3=0¢(3) = ¢(V3%) = ¢(V3)* = (a + bV5)? = (a® + 5b%) + 2ab V/5,
de unde obtinem c# (a?+5b%—3)+2ab /5 = 0. Daci ab # 0 atunci /5 = —(a®+5b*—3)/(2ab) €
Q, o contradictie. Deci ab = 0, adici a = 0 sau b = 0. Dacd a = 0 atunci obtinem 3 = 5b%, o
contradictie deoarece b € Q. Cazul b = 0 implica 3 = a2, o contradictie cu a € Q. Am obtinut
ca presupunerea initiala este falsa, adica cele 2 corpuri nu sunt izomorfe.

1.5.15 Demonstram rezultatul in cazul mai general in care multimile A si B sunt echipo-
tente, adica exista o functie bijectiva f : A — B (in cazul nostru multimile fiind finite si
avand acelagi numar de elemente rezulta imediat existenta acestei functii bijective). Definim
¢:S4— Sp, ¢(0) = fof~! unde prin f~! am notat inversa lui f. Aratdm ci ¢ este izomorfism
de grupuri. Intr-adevir

¢(oo7) = forf™ = (fof)(frf™) = d(o)e(r),

adicd ¢ este morfism de grupuri. Probam injectivitatea: ¢(c) = ¢(7) = fof ' = frf! =
(fof~1)(b) = (frf~1)(b) pentru orice b € B. De aici obtinem ca f(o(f1(b))) = f(7(f1(b)))
pentru orice b € B si deoarece f este bijectiva avem o(a) = 7(a) pentru orice a € A, adica
o = 7. Surjectivitatea rezulta imediat observand ca pentru o permutare 7 € Sp functia
[irfeSasio(f~i7f) =1

1.5.16 o = (113 5 10)(3 15 8)(4 14 11 7 12 9), sgn(c) =
[4,3,6] = 12; 7 = (114)(29 15 13 4)(3 10)(5 12 7)(8 11), sgn(r)
—1, ord(1) = [2,5, 2, 3, 2] = 30;

2 123 4 567 8 9 10 11 12 13 14 15
N 16 9 15 14 13 12 4 10 7 3 )’
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6. SOLUTII

de unde % = (1 5)(3 8 15)(4 11 12)(7 9 14)(10 13), sgn(o?) = 1, ord(c?) = [2,3,3,3,2] = 6
(sau ord(o?) = 2do) - — 12 _ ¢).

1 23456 7 89 10 11 12 13 14 15
41 2 9 6 7 8 15 3 12 14 13 5 )’
3)(2 4)(

de unde o7 = (1 11 3)(24)(5 9 8 7 10 15)(13 14), sgn(o7) = —1, ord(o7) = [3,2,6, 2] = 6;
(1 2 3 4567 8 9 10 11 12 13 14 15
T 4913136710214 5 1512 8 11)°
de unde 70 = (1 4)(2 9)(3 13 12 15 11 5)(8 10 14), sgn(ro) = —1, ord(70) = [2, 2,6, 3] = 6;
9 2 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15
oT= 2 461123 8 15 9 11 5 10 )

1
7 14 13
de unde %7 = (1 7)(2 14 5 4)(3 13 11 15 10 8 12 9), sgn(o?7) = —1, ord(c?7) = [2,4,8] = 8.
1.5.17 (1) 0 =(1359)(24786)(1011); (2) o = (1 3)(35)(59)(24)(4 7)(7 8)(8 6)(10 11);
(3) sgn(o) = (=1)3(=1)*(—=1) =1, ord(o) = [4,5,2] = 20. (4) Stim cd ordinul unei permutari
este egal cu cel mai mic multiplu comun al lungimii ciclilor care apar in descompunerea ei in
produs de cicli disjuncti. Deci, daca ar exista 7 € S; astfel incat ord(7) = 35 i daca nq, ..., ng
sunt lungimile ciclilor care apar in descompunerea lui 7 in produs de cicli disjuncti, atunci avem
E>1,1<mny,....,np <11, ny +---+n, =11 gi [ny,...,n5] = 35. Acest lucru e imposibil,
deoarece singura posibilitate de a obtine 35 ca cel mai mic multiplu comun al unor numere
intregi mai mici sau egale cu 11 este ca 2 dintre numere sa fie 5, respectiv 7, o contradictie

cu faptul ca suma lor este mai mica decat 11. (5) S& presupunem ca exista 7 € Sp; astfel

incat 72 = ¢ gi fie 7 = 71 - - - 71, descompunerea lui 7 in produs de cicli disjuncti de lungimi
N, ..., < 11. Cum 2011 este un numar prim gi 7201 = 72011 7201 pegzyltd ca 7701 este
tot un ciclu de lungime n; pentru orice ¢ € {1,...,k}. Rezulta ca k =3 ny =4, no =5, ng =2

siT =(1359), 729 =(24786), 72° = (10 11). Obtinem ca 73 = (1 3 5 9), de unde
rezultd ca 71 = (1 95 3); 70 = (24 78 6) si 73 = (10 11). Deci ecuattia data are o singura
solutie 7=(1953)(24786)(10 11).

1.5.18 (a) S, este generat de toate transpozitiile si (¢ j) = (14)(1 5)(114). (b) (23)(12)(23) =
(13), (34)(13)(34)=(14), etc. si aplicam apoi (a). (¢) (12... n)(12)(12... n)~!' =(23),
(12...n)(23)(12... n)=(34), etc. si aplicam (b).

1.5.19 (a) Multimea ordinelor posibile ale permutdrilor din Ss este {1,2,3,4,5,6}. Intr-
adevar, daca n este astfel incat n = [ny,...,ng), cu ng + - +ng =5 gi ny,...,n, > 1 atunci
avem urmatoarele posibilitati 5 = 5,5 =4+1,5=3+2,5=3+14+1,0=2+4+2+41,
5=2414+1+1si5=1+1+1+1+4 1. De aici obtinem concluzia dorita. Sa dam
in continuare cate un exemplu pentru fiecare ordin posibil. Pentru n = 1 avem permutarea
identica; pentru n € {2,3,4,5} un ciclu de lungime n; pentru n = 6 un produs intre un ciclu
de lungime 3 si o transpozitie, i.e. (1 2 3)(4 5). (b) Putem lua de exemplu ciclul de lungime
10,0 = (135792468 10) si observam ca o° = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)(9 10). (c) Daci o este
un n-ciclu definit astfel:

o o o o
ay —ag — az... — ap — aq,
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atunci Uk(ai) = Qj+i(modn) PeNtrU Orice k si orice ¢ = 1,...,n. Prin urmare, daca ar exista un
ciclu de lungime n, o, astfel incat 0% = (1 2)(3 4 5) atunci n =5 si {ay,...,a5} = {1,...,5}.
Acest lucru nu este nsa posibil deoarece ord(c) = 5 iar ord(7) = 6.

1.5.20 Aplicdm succesiv Teorema Impartirii cu rest: X4 —2X3 +1 = X (X3 -2X2+1) +
(=X +1); X3—2X?+1=(—X?+X+1)(—X +1)+0. Deci, conforma algoritmului lui Euclid,
cel mai mare divizor comun al polinoamelor X4 —2X3 +1 si X3 —2X2+41 este X — 1. Obtinem
cd X —1=(-1)(X*-2X3+1) + X(X?-2X2+1).

1.5.21 X — 1 este ireductibil in R[X],C[X]. X? -1 = (X —1)(X +1); X3 -1 =
(X —1)(X? + X + 1) este descompunerea in polinoame ireductibile in R[X]; in C[X] putem
serie X3 —1 = (X —1)(X +1/2+iv/3/2)(X +1/2—iv/3/2); X1 —1= (X —1)(X +1)(X2+1)
in RIX|si X*—1 = (X — 1)(X + D)(X +4)(X —4) In C[X]; X° -1 = (X —1)(X*+
X34 X2 X +1) = (X = 1)(X2+(1/24+ V5/2)X +1)( X2+ (1/2 — v/5/2)X +1) in R[X] si
X 1l=(X-1)(X =) (X =) (X —€)(X —€) in C[X], unde € = (/5—1)/44+i+/10 +2+/5/4;
X 1=(X-1D)X3+1)=X-DX+DX?-X+1D)(X2+X+1) mR[X]gi X¢ —1=
(X —D)(X+1D)(X+1/2+iv3/2)(X +1/2—iv3/2)(X —1/2+i3/2)(X —1/2 —i/3/2)
in C[X]. Toate descompunerile sunt clare mai putin cea a lui X° — 1. Prezentdm in continuare
detaliile. Rdd&cinile polinomului X"—1 € C[X] sunt {1, €,,€2, ...
isin(27/n). Formula lui Moivre ne spune ci ¢ = cos(2kw/n) + isin(2kn/n) pentru orice
intreg k > 1. Atunci X5 —1 = (X —1)(X —e)(X — (X — )(X — ), unde € = ¢5 =
cos(27/5) + isin(27/5). Deoarece € si €*, respectiv €? gi € sunt perechi de numere complexe

1} unde €, = cos(27/n)+

? TL

conjugate (¢° = 1, ¢! = 1/e = |¢|/e = € si analog pentru €2 si €) rezultd ci descompunerea
polinomului X° — 1 in R[X] este: X° —1 = (X — D[(X — e)(X = )|[(X — ) (X — &2)] =
(X —1)(X?% —2cos(27/5) X + 1)(X? — 2cos(4m/5) X + 1). Pentru a ajunge la descompunerea
de mai sus mai ramane sa calculam efectiv €. Pentru aceasta sa observam ca, deoarece € # 1
este radacina polinomului X° — 1, avem ¢* + &3 + 2+ e+ 1 = 0. impértind egalitatea cu €2
si notand cu t = € + 1/e obtinem c& 2+t — 1 = 0, de unde rezulta ca t = —1/2 — /5/2 sau
t =—1/2+ /5/2. Dar cum t = 2cos(27/5) > 0, rezulti ca cos(27/5) = (/5 — 1)/4 si de aici
sin(27/5) = \/1 — cos(27/5)2 = /10 + 2+/5/4. Obtinem astfel formula lui e.

1.5.22 Fie f = X3 + X371 4+ X3+2 Polinomul X* + X2 + 1 se descompune in R[X]
astfel: X*4+ X?+1 = (X?+ X +1)(X? — X 4+ 1). Polinoamele de gradul 2, X? + X + 1 i
X? — X +1 au fiecare cate doua radacini distincte. Fie € o radacing a polinomului X2 + X + 1.

Atunci se poate observa ugor cd €3 = 1 (vezi eventual rezolvarea Problemei 1.5.21) si cd f(€) =
M 4 3t L 312 — 1 e 4 €2 =0, adica € este radacina si a lui f. Deci X2 + X + 1 divide f.
Fie acum w o radicing a lui X? — X 4 1. Se poate observa usor ca w® = —1 (la fel ca mai sus) si
ca f(w) = W 4 w3t + W2 = (=)™ + (—1)"w + (—1)Pw?, de unde via w? = w — 1 obtinem
fw) = w((=1)" + (=1)P) + (=1)™ + (=1)P*L. Prin urmare, f este divizibil cu X4+ X2 +1
dac# si numai dacd f este divizibil cu X2 — X + 1 daci si numai daci p,n au paritati diferite
si p, m au aceeagi paritate.

1.5.23 Aplicand relatiile lui Viéte avem ca o« + 3 = 6 si a8 = 1. Notam cu s, =
o™ + " pentru orice n > 1. Observdm ci s; = 6 si so = s? — 203 = 34. Din egalititile
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a?—6a+1=0si>—654+1 = 0, prin inmultire cu a2, respectiv 5" 2, obtinem dupi adunare
ca s, — 6s,_1 + S,_o = 0, pentru orice n > 3. Din aceasta relatie rezulta ca s, = 6s,_1 — S,,_2
pentru orice n > 3, si cum s1, 89 € Z obtinem ca s, € Z pentru orice n > 1. Pentru ultima
afirmatie, se poate observa mai intdi ca s, = s,_1 — sn — 2(mod 5), iar apoi prin calcul direct
cd s1 = 1(modb), sy = 4(mod 5), s3 = 3(mod5), s4 = 4(mod5), s; = 1(modb), sg = 2(mod 5),
s7 = 1(modb), ss = 4(mod5), sy = 3(mod5). Prin urmare, modulo 5, girul (s,),>1 este
periodic de perioada 6, si deci s, nu este divizibil cu 5 pentru orice n > 1.
1.5.24 Fie a = bq + r impartirea cu rest a lui a la b. Atunci

X0 —1=X"(X0—1) (XD p X024 XV )+ X" — 1

este Tmpartirea cu rest a lui X* — 1 la X® — 1. Observam ca daca restul impatirii lui @ la b
este r, atunci restul Tmpartirii lui X — 1 la X? — 1 este X" — 1. Prin urmare, cum cel mai
mare divizor comun al numerelor intregi/polinoamelor se calculeaza cu algoritmul lui Euclid,
vezi Algoritm 1.4.2, va rezulta ca, In paralel cu d, vom obtine ca cel mai mare divizor comun
al polinoamelor X — 1 si X® — 1 este X — 1.

4 -7
251X=| -3/2 9
44 —13/2
16 80 54
252 ( 0 o 15 |

2.5.3 Matricea nula de ordin 3.

2.5.4 Deoarece AB = BA rezulta ca pentru orice m,p € N avem A™BP = BPA™. Folosind
aceasta, relatia ceruta la punctul a) rezulta prin efectuarea produsului din membrul drept al
acesteia, iar identitatea de la b) se obtine prin inductie matematica.

2.5.5 a) Fie A = @ cu ad = be. Daca cel putin un element al matricei este nul

b
d

atunci A are una dintre formele:

00 0 b a 0 a b
a=(2a) a=(0a) a=(E0) =a=(5 )

si proprietatea se verifica imediat. Putem presupune ca toate elementele matricei A sunt nenule.

5 . a b 1 ) b e A
Daca notam — = — = — atunci A = @ . Daca exista r € R astfel incat A% = rA,
c d « aa  ad

atunci A* = r*7'A pentru orice k = 1,2,3.... intr—adevér, daca A* = r*='A pentru orice
k=1,2,3...n—1, atunci A" = A" 1A = r"24A = " 2rA = r" ! A, Ramane si determinam
r aga incat A2 = rA. Dup4 un calcul elementar, aceasta conditie se exprima in a gisi un numar
a’ + aab = ra
ab + ab?® = rb.
b) Deoarece Aly = I, A, folosind Problema 2.5.5 b) si rezultatul de la a), obtinem succesiv:

r care satisface Acest sistem are solutia r = a + ab.

A+ L)' =L+ CIAL 7 =1L+ CIA =

J=1 J=1

n . 1 n o
LY G A=L+ (Z Cﬂ/’]) A=1I,+
j=1

Jj=1

(1+7)" 1
r

A.
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2.5.6 ) (2B—1,)° =4B%— 4B+I::Q,
2
1

b) {1(A+I } 4(A2+2A+I) (A+In).
2.5.7 Fie A = (a;j);,_15, B = (bij)i:my atunci

:17 ji= 1n
n

a) Tr(A + B) :Za“ bi;) Zau—i—me—Tr )+ Tr(B),

i=1
) Tr(aA) Z aa;) = aZa“ = aTr(A),
=1 =1

) Te(AB) Zl (Z 0 ﬂ) -y (Z bl]aﬂ> _ T(BA),

7=1

d) Te(UAU-Y) = Te(AUU ') = Tr(A).

2.5.8 Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0 si Tr(Z,,) = n.

2.5.9 Fie E;; matricea de ordin n care are in pozitia (¢, j) elementul 1, iar in rest 0. Deoarece
AE;; = E;;A pentru fiecare 1,7 € {1,2,...n}, rezultd cu usurinta ca A este o matrice de forma
A=al,.

2.5.10 Avem I,, — A — B+ AB = I, de unde (I, — A)(I, — B) = I,. Rezulta ca una
dintre matrice este inversa celeilalte si deci are loc si relatia (I, — B)(L, — A) = I,. Deci
I, — B— A+ BA=1, siin concluzie BA=A+ B =AB.

2.5.11 a) inmulgim relatia A+ B = I,, cu A la dreapta si apoi la stanga, obtinem A2+ AB =
A, A?> + BA = A de unde rezultd prima relatie. b) Avem (I, — AB) (I, + AB) = I, + AB —
AB + ABAB. Din A+ B = I, prin inmultirea cu A? la stinga obtinem A% + A?2B = A2 &i
deci A2B = 0,,. Daca tinem seama de rezultatul punctului a), avem ABAB = A(BA)B =
(A%B) B = 0,,. Atunci (I, — AB) (I, + AB) = I,,. Aplicim determinantul si rezulta b).

2.5.12 Avem A* = (det A)- A7 gi det(AA) = \" det A. Deoarece A A* = (det A) - I,, rezulta
det A* = (det A)"L. Atunci (A%)* = (det(A%)) - (A*)™" = (det A)"L((det A)- A1)" =
(det A)"~2. A. In ipoteza ci A este nesingulard, relatia (A*)* = A are loc daci si numai daci
(det A)"~2 = 1, iar matricele care satisfac aceasta proprietate sunt cele nesingulare de ordin 2,

matricele de determinant 1 gi ordin arbitrar precum si matricele de determinant —1 si ordin

par.
2.5.13 Se poate scrie
A | cos 3 sing
—sing cos% |’
42 cosy sing cosy sing oS %” sin 2°
~ | —sinZ cosZ —sinZ cosZ | | —sinZt cosi '
3 3 3 3 3
Prin inductie matematica se demonstreaza ca pentru orice n E N avem
nm : nm s 3 s
qn o | cosTy  sinig J008 _ | —cosy —sing |,
= - ae |- = - 3= .
—sin %t cos sinf —cosj

3
3 3 3
2514 A2=| 3 3 3 | =3A.
3 3 3

Se demonstraza prin inductie cd AF = 3¥1A. Rezulta ca valoarea maximi ceruta este 3° = 243.
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6. SOLUTII

2.5.15 Consideram polinomul P(z) = det(A + xB). Transformam determinantul scazénd
prima linie din a doua si din a treia linie, apoi dezvoltam determinantul dupa linia intai. Este
evident ca polinomul este de forma P(x) = ap+a1z, ag,a; € R. Observam ca a, = P(0) = detA.
Dar P(1) =det(A+ B) =1+ ay = 1, rezulta a; = 0. Deci P(z) = 1. Rezulta ca P(2011) = 1.

2.5.16 a) 2, b) 4, ¢) pentru o = 3 rangul este 2, pentru « # 3 rangul este 3, d) pentru § = 1
sau 3 =5 si a = 0 rangul este 2, iar in rest rangul este 3.

2.5.17 Remarcam ca rangul matricei produs AB este 2. Se verifica prin calcul direct ca
ABAB = 9AB, deci rang (ABAB) = 2. Din Teorema 2.3.4 avem
rang (ABAB) < min {rang (A) ,rang (BA) ,rang (B)} .

Deci rang (BA) = 2 si atunci rezultii cd BA este inversabild. Dar (BA)? = B (AB) (AB) A =
B(ABAB)A = 9B (AB) A =9(BA)?, de unde BA = 9I,.

2.5.18 a) Proprietatea rezultd evident din definitia inversei unei matrice A1+ A = A- A7 =

1
I, de unde rezulta si det(A™!) = det(A) b) Avem I, = IT = (A- A"HT = (A"HT . AT, ¢)
(AB) - (B'AY) = A(BB YA ' = A[LA = AA =1, d) (M\A)L. i\A_l _ 7.
1 2 1 =5
2519a) A = — | -4 3 5 |,
10 9 1
1 17 —6 -1
b)Al==21 -8 -1,
27 —10 -1

3 3
c) Daca a = 1 matricea nu este inversabila. Pentru o # 715 obtine

1 —a 23—a) 3
A7l = I —a 2a+3 3 |,
3—dal 3 g 4
n=1 _1 _1 1 1
T S _r_f
d A= . N
_1 _1 _1 n-1 1
B S T
1 0 0 0
- 1 0 0
2
1 o -« 1 0
e) A7 = —a? a? —« 0
(_1)n71an71 (_1)n72an72 (_1>n73an73 1

2.5.208) X = BA = ( =3+ 11i 349 —1+7i)

Y

1 -1 1
by X=A"'B=|1 1 -1
0 1 1
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2.5.21 a) det (Z) = 2;9 E(U)alg(l)agg(g) o Opg(n) = > 6(0)@10(1)CL20(2) o Opg(n) = det(A).
oES

0€ESh
b) det(AA) = det(A) det(A) = det(A)det(A) = |det(A)]* > 0.
2.5.22 Folosim definitia determinantului si faptul ci dacd o € S, atunci si 0=t € S,,. Avem

det(A) = z;g g(g)ald(l)a20(2) <+ Apo(n)-
Ao

det(A) = Z E(U)alg(l)agg(g) e Opo(n) = Z 8(0)&10(1)6120(2) o Opo(n)

O'ESn UESn

= Y e(0)ano@)2 - omyn = D €(0)a15-1(1)25-1(2) - - - Ano—1(n)-
oc€Sh oESH
Deci det(A) = det(A).

2.5.23 Deoarece AB = BA avem A% 4+ B* = (A +iB)(A — iB) si putem scrie det(A? +
B?) = det[(A+iB)(A—iB)] = det(A + iB)det(A — iB) = det(A + iB)det(A +iB) =
|det(A +iB)|* > 0.

2.5.24 Daca n = 2, prin calcul direct rezulta (44). Reciproc, in (44) facem A = B cu
det(A) # 0 si obtinem det(2A4) = 4det(A), deci 2" det(A) = 4det(A). Deducem n = 2.

2.5.25 a) (a —b)(b—¢)(c — a), b) 2abc(a — b)(b— ¢)(c —a), ¢) 70, d) 37.

2.5.26 Se scade linia a doua din linia Intai, linia a treia din linia a doua etc, apoi se scade
linia Intai din a doua, din a treia,..., din a cincea si se dezvolta dupa acele linii care au un singur

element diferit de zero.

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1 6 0o 0 0 0 71 PP,
d=|-1 -1 -1 6 0 |=] 0 0 0 7 1 |=-7 0 0 7 1=
-1 -1 © 0 0 0 0 7 1 1 6 - 1 1
5! 6 0 0 0 6 7 1 1 1
-1 -1 -1
-0 0 7 |=7 _61 _71‘=—73.
6 7 1
2.5.27 Putem considera V'(ay, as,. .., a,) ca un polinom de grad n — 1 in necunoscuta a,,.
Pentrua, = a;, 1 =1,2,...,n—1 se obtin de fiecare data doua coloane egale, deci determinantii
vor fi nuli. Rezulta ca V(ay, as, ..., a,) este divizibil cu (a, —a1)(a,—az) ... (a,—a,_1) $i atunci
V(ay,as,...,a,) = (@, —a1)(a, —az) ... (a, —a,—1)V’. Daca dezvoltam dupa ultima coloana,
a"! se inmulteste exact cu V(ay,as,...,a,_1). Rezultd atunci cd V' = V(ay,ag,...,a,_1).

Obtinem astfel urmatoarea formula de recurenta:
Vay,ag,...,a,) = (a, —ay)(a, —azg) ... (an — an_1)V(ay,ag,...,a,_1).
2.5.28 det(A) = 1, det(AV) = det(A) - det(V') = V(ay, ag, . .., a,). Pe de alta parte avem:

1 1 1
a; — an Ap—1 — Qp, 0
aj(ay —a,) ... ap_1(ap—1—a,) O
et(AV) aiay —a,) ... a: (a1 —a,) O
ay*(ay —ap) ... al"Han_1—a,) O
(=) Yay —an) ... (an1 — an)V (a1, ag, ..., an_1) =
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6. SOLUTII

(an —ay)...(an —an_1)V(ay,ag,...,a,_1),
de unde obtinem V(ay,aq,...,a,) = (an —a1)...(an — an—1)V(ay,as, ..., an1).
1 1 ... 1
&1 E9 Ce En
2.5.29 Se considera matricea V' = g2 e ... &
ert et L en!
cu determinantul Vandermonde det(V') = V' (g1, €9, ...,&,) si se calculeaza produsul
f(e1) flea) oo flen)
51f(51) €2f<€2) s gnf(€n>
AV = | elf(a)  &flea) .. enflen)

e fler) e flea) o enT flen)
Avem det(AV') = f (e1) f (e2) ... f (gn) -det(V), iar pe de alta parte, det(AV) = det(A)-det(V),
de unde concluzia.
2.5.30 Analog cu Exemplul 2.3.36.

2.5.31 Se aplica Exemplul 2.3.36 sau Problema 2.5.30.
Bl 1 ( SA™L —pBA~! )

- ad — ﬁfy —’YA_l aA~l
2.5.32 Partitionam matricea in modul:
1 2 0 2
A B 11 11
M= < C D ) T 11 2 4
0 1 01

1/2 -2

Putem folosi Problema 2.5.30. Avem det(D) = 2 # 0 i inversa D! = ( 01

) . Deoarece

matricea A — BD7!C = ( 1}2 332 este inversabild (det(A — BD™'C) = 3/2 # 0) rezulta
ca M este inversabila. Folosind rezultatul din Problema 2.5.30 gasim
1 0 0 -2
| —1/3 23 ~1/3 4/3
M= —1 1 0 1
1/3 —2/3 1/3 —1/3

2.5.33 a), b) Se aplica regula lui Laplace de dezvoltare a unui determinant; det(P) =
det(Q) = det(A) - det(D). c¢) Admitem ca A este inversabila. Determinam o matrice T' care

prin Inmultirea la stanga cu matricea R sa conduca la o matrice triunghiulara.
RT:<A B)(In U>:<A B+AU>
C D 0, I, C D+CU
Alegem U astfel incat B + AU = 0,, deci U = —A~'B. Atunci
il = (é D—gﬁ—13>
si det(RT) = det A - det (D — CA™'B). Pe de altd parte det(RT) = det(R) - det(T) = det(R).

Obtinem det(R) = det A - det (D — CA™'B).
188



Daca AC' = C'A atunci rezulta det (A (D — CA™'B)) =
det (AD — ACA™'B) = det (AD — CAA™'B) = det(AD — CB).
Un rationament analog are loc daca matricea D este inversabila.
2.5.34 a) Sistemul este compatibil determinat cu solutia unica: z; = —1, 5 = 2, z3 = 3,

3—4 3
x4y = —2, b) sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu solutia: z; = 6, Ty = ot 6,

r3 =, x4 = [, o, € R, ¢) sistemul este compatibil simplu nedeterminat cu solutia: x; =
a+6, o =20+ 6, v3 = —6a — 10, x4 = a € R, d) sistemul este incompatibil.
2.5.35 Deoarece 1n primele trei ecuatii necunoscutele x4, x5, z¢ au coeficientii nuli, putem

descompune sistemul in doua blocuri. Primul este format din primele trei ecuatii

1 2 1 1 4
2 1 5 xy | = | 11 | si are solutia 1 = 0, 9 = 1, z3 = 2. Introducem in
1 -1 3 T3 5
ultimele trei ecuatii si avem
-6 5 3 0 11 2 X4 13
1 =3 2 1+ 1 -1 =2 rs | = ) cu solutia z4 = 3, x5 = —1,
-9 7 1 2 1 2 1 X 10
T = 0.
2.5.36 a) Daca m # 0 sistemul este incompatibil. Daca m = 0 solutia sistemului este
T = ba 213ﬁ 3,x2: Ta ngﬁ 7,x3:a,x4:ﬁ,0z,ﬁER.b)Dacémil@niO

2n —1 1 _2mn—4n+1

—, L9 = —, T3 =
n(m_l)a 2 n7 3

1
Daca {m = 1 i n # =} sau n = 0 sistemul este incompatibil. Daca m = 1 gi n = 3 sistemul

sistemul este compatibil determinat cu solutia z; =
n(m —1)

este compatibil nedeterminat cu solutia 1 =2 — a, 19 = 2, 3 = a, a € R.

2
2.5.37 a) 11 = 8a—T70, 1y = —6a+503, 3 = o, x4 = 3, o, 5 € R. b) Dacam # ~3 sistemul

admite numai solutia nula. Daca m = —§ sistemul admite si solutii nebanale si acestea sunt
r1 = 3da, 9 = —18a, x3 = 400, x4 = o, @ € R.

2.5.38 Este un sistem liniar omogen care admite solutia banala pentru orice valoare a
parametrului y. Determinantul sistemului este A = (2 — y) (42 +y — 1)°. Daci y = 2 obtinem

Vb —1

solutiile vy = 29 = 3 = x4 = v5 = a, a € R. Daca y = obtinem solutiile x; =

V5 —1 1—+5 1— 5 V5 —1
2

B a = a0 =

V5 +1 B+l

Daca y = — 5 obtinem solutiile z; = 0 —a, xo =

2
541
_\/_+ a—ﬂ,x4:a,x5:ﬁ,a,ﬁER.

3.5.1-3.5.2. Se verifica axiomele spatiului vectorial.

a_ﬂv Ty = Q, x5:ﬁa Oé,ﬁER.

1+v5 1+ 6
2\/_oz+ 2\/_5,

T3 —

3.5.3. Pentru orice a,b € R si orice z,y € S, rezulta

ar +by=ala —28,a +38,0) + b(a' —23,a" + 35, 3)
= (aa + ba’ — 2(af + bB'), ac + ba’ + 3(aB + b5'),a3 + b3') € S,

deci S este subspatiu vectorial.
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6. SOLUTII

Pentru x € S, arbitrar, avem =z = (a — 26,a + 33,08) = «(1;1;0) + 5(—2;3;1), deci
B ={e; = (1;1;0), ea = (—2;3;1)} este baza in S, adica dimg S = 2.
3.5.4. Se procedeaza analog cu exercitiul 3.5.3.

. . . 1 -2 1 . . :
3.5.5. Matricea sistemului A = (2 1 ? _1> are rangul 2, minorul principal fiind
1 -2 . o . .
A, = 9 _1|= 3. x1 i x9 sunt necunoscute principale, iar x3 = « si x4 = [ sunt necunoscute

secundare. Se obtine solutia sistemului

30 5 3
goQ(at3bsat3b 5) i, gerl.
3 3
3.5.6. Din combinatia liniara ay fi(z) + asfo(z) + - + anfu(z) =0, V2 € R = aje™?® +
e®® + o 4 e®® =0, Vo € R.

Pentru x = 0, avem oy + as + - -- + «,, = 0. Derivand succesiv si considerand x = 0, se

obtine sistemul omogen

CL’1+042+"'+Oén:O
a1 + asag + - -+ apay, =0
alar +ajon + -+ aiay, =0

-1 1 _
aylag +ay tag + -+ a" oy, =0,

al carui determinant este Vandermonde. Tinand cont ca a; sunt distincte, Vi = 1,n, deci
determinantul este nenul, deci unica solutie a sistemului este cea nula oy = ap = -+ = a,, =
3.5.7. Fie polinomul f(z) = a 2™ + ap 12" '+ ap 22" 2+ -+ a1z + ag, a, # 0. Obtinem
f'(z) =na,z" '+ (n—Da,_ 12" 2+ -+ a4
f"(x) =n(n —1az" 2+ (n—1)(n—2)a,_ 12" 3 + -+ + 2ay
f0(x) =n!-a,.
Din combinatia liniard agf(z) + aq f'(z) + -+ + a,f™(x) = 0, Vo € R. Identificind

coeficientii din membrul stang cu zero si tindnd cont ca a,, # 0, rezulta oy =y = -+ - = o, = 0.
3.5.8. Matricea formata din componentele vectorilor vy, vo, v3 si v4, Scrise pe coloane, este
1101
A=11 0 1 1. CumrangA = 3, deducem ca vectorii v, vo, v3 8i v4 sunt liniar dependent;i.
01 11
3.5.9. Matricea formata din componentele vectorilor vy, ve si v3, scrise pe coloane, este
I 2 a+3)\
A=|(2 3 a+1|. Intrucat vectorii vy, vy si v3 sunt liniar dependentji, rezulta ca rang (A)(3,
31 a+2

adica det (A) = 0, de unde oo = —6.

3.5.10. Presupunand ca exista numerele reale a;y, s si ag astfel incat v = av1+agvy+a3vs,
30&1 -+ 2@2 + 2043 =1
9a71 + 3y — a3 = —2
—40&1 + 2&3 =0
—2041 — O+ a3 = 37
o combinatie liniara a vectorilor vy, vg si vs.

se obtine sistemul care este incompatibil. Deci v nu se poate scrie ca
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3.5.12. Din egalitatea p(z) = aypi(x) + aspe(x) + asps(z) adevarata pentru orice x € R,
a1+ ag = 3 9 1 15
se obtine sistemul ¢ 2ay = —1 care are solutia oy = 3’ Qo = —5 siag = 3
—o1 + ag + 30&3 = 4,
3.5.13. Intrucit B este baza canonica, rezulta ca matricea de trecere de la baza B la baza

1 1 3
B este A=12 -1 1
1 0 -2

3.5.14. Se verifica proprietatile produsului scalar. In plus,
Rl = \/(h, h) = (1 + 52 — 422 + 63,1 + b — 422 + 627)
= /(002 12 4 (11)2 - 52 4 (21)2 - (—4)2 + (31)2 - 62 = V1386

3.5.15. a) Se verifica proprietatile produsului scalar.
b) Obtinem

(h,h) = /ehz(x) Inzxdzr = /exlnxdx =
1 1
_

/2 Edm_ 4

de unde ||h|| = \/{(h, h)

e

¢) Avem 0 = (f /f lnxdx—/e5(ax+b)lnxd:c:5a/ rlnzdx +
1

e 2 1 . 1
5b/ Inzdx = ba - + + 5b si rezultab—M
1

3.5.16. Se noteaza p(x) = az? + bx + c. Gasim

d(p,p1) =p = pll = ll(a = 3)a* + (b = 2)z + (c — 5)|
= J(a—3)2+(b—2)2 + (c— )2
Similar, se exprima si celelalte distante care, egalate, conduc laa=1,b =3 si c = 3.
3.5.17. Fie z=(a, b, c,d). Din conditiile de ortogonalitate (x, z) =0 si (y, z) =0, se obtine

a+c+3d=0
—a+b+c=0,

a € R.

care are solutia

z=(—c—3d,—2c—3d,c,d) = c¢(—1;-2;1;0) + d(—3; —3;0; 1).

Se ia z = (—1;—2;1;0). Apoi se determina vectorul t = (a/, b, ', d’), ortogonal vectorilor z, y
a+c+3d=0 2
si z. Se obtine sistemul § —a+b+c=0 cusolutiat = (a 0,a, ) Seiat = (3;0;3;—2).
—a—2b+c=0 3
3.5.18. a) S = {x € R¥|z = (—x9,m9,73) = x2(—1;1;0) + 23(0;0;1)} = Span(ey, ea),
unde e; = (—1;1;0) si e2 = (0;0;1). Fie z = (a,b,¢). Din (z,e1) = 0 si (z,e3) = 0, rezulta
7 = (a,a,0) = a(1;1;0), deci S* = Span(es), unde e3 = (1;1;0).

b) Se rezolva sistemul neomogen v = «aje; + ages + ages gi se obtine descompunerea
3 5

v = 561 + 5ey + 563.
3.5.19. Avem zy = x; + 3, deci dim Span(S) = 2 si dim L+(S) = 2. Fie v € L*(S),

a+3b+2d=0

2a4+4d —c=0 "

cu v = (a,b,¢,d). Din (v,21) = 0, (v,x3) = 0 se obtine sistemul {
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a+3b+2d=0
3a+Tb—c+2d=0.

3 1
— 2d, c, d), respectiv v = <20 + 4d, —5C~ 2d, c, d).

din (v,z1) = 0, (v,z3) = 0, se obtine sistemul Rezolvand unul dintre

1

sistemele de mai sus, rezulta v = (20, —50

Vectorii (—3; —1;—2;0) si (1; —1; —2; 1) formeaza o baza in L+(S).

3.5.20. Fie y = ayx; + asxy + asxs proiectia ortogonala a lui v pe subspatiul S. Fie
yt = (a,b,c,d) proiectia lui v pe Span(S). Deoarece (y*,z;) = 0, (V)i = 1,2,3, rezulta
sistemul

a+b+2c+d=0
—a+2c+3d=0
a+2b—c+3d=0.

Din conditia a12; + e + asrs + y+ = v, se obtine sistemul
ap—ayt+agt+a=1
ar +2a3+b=0
2000 + 200 — a3 +c =1
a4+ 3as +3as3+d =1,
cu a, b, ¢ si d aflati anterior.
4.8.3. (a) Daca C este spatiu vectorial peste R atunci Voo € R, 21 = @1 +iyy, 20 = X +iys €
C:T(az + 20) = T(axy + 2 +i(ayy +y2)) = axy + 29 — iy + y2) = aT'(z1) + T(29).
(b) Consideram oo =i,z =i = T(i+i) = T(—1) = =117 (i) = i-(—i) = 1 = T(i-i) #iT (7).
4.8.4. Proiectia ortogonald a unui vector oarecare z € R* pe subspatiul generat de u si v
este un vector din acest subspatiu, deci de forma cju + cov, cu proprietatea ca x — (ciu + cav)
este ortogonal pe vectorii v si v. Anuland respectivele produse scalare, gasim sistemul
c1 {(u,u) + co (v, u) = (z,u)
{ c1 (u,v) + o (v,v) = (z,v)
Se gaseste ca

1501 = 4331 — X9 — 2%3 + 3%4, 1562 = - + 31’2 +x3 — 2%4.

Proiectia ortogonala cautata, notata T (), este data de vectorul
T(x) =cu+cv =
1

=15 [(4ry — 29 — 2w3 + 3xy) u + (—21 + 329 + 23 — 224) V] =

1
= T5( 10z + 3x9 — 43 + dxy, 311 + 1379 + 13 — day,
—4x1 + 29 + 223 — 3v4, Dr1 — 4x9 — 3w3+ D1y )

Proiectiile vectorilor bazei standard (numite ;1 baza canonica) sunt
T(Gl) (10 3 —4 5) *61 + 162 4 63 + 164

( ) = % (3 137 17 4) - 761 + 62 + 15 - 145641
(63) = 75( 47 172 3) - 1561 + 1562 + 15 564
T (es) = £ (5,—4,—3,5) = 2€1 — 1re2 — te3 + %64

iar matricea transformarii 7' se poate scrie imediat.
4.8.,5. z=(-1;1)=azx+ 0y, (—-1;1) = a(1;2) + f(—1;—1) = a = 2,5 = 3. De aici
T(z) =T((2x+ 3y) =2T(z) + 3T(y) =2(1;0;0) +3(1;1;1) = (5;3;3) .
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4.8.6. Fie ag, a1, ..., 1 € K si agz + i Tz + ... + oy 1 T™ o = 0,

Aplicim relatiei T %=1 k = 0,m — 1 si se obtine a,,,_p41 = 0,k = 0,m — 1 de unde rezulta
concluzia.

4.8.7. Se folosesc Teoremele 4.3.2 si 4.3.3.

4.8.8. Fie (a, a9, ..., ) € K? astfel incdt a;T(u1) + aoT'(uz) + ... + a,T(uy) = Ow =
T(oquy + agug + ... + apuy) = Ow = aqug + asus + ... + apu, € Ker(T'). Dar {uy, ug, ..., u,} ¢
Ker(7T') rezulta ca aquy + agug + ... + apu, = Oy {ug, ua, ..., u,} este un sistem de vectori liniar
independent rezulta ca a; = ap = ... = a;, = 0, deci concluzia.

4.8.9. Demonstram prin dubla incluziune. Fie v € T'(Span(V;)) = Ju € Span(V,) :

p
T(u) = v; dar u € Span(Vy) = Juq, ug, ..., up, € S si o, ao, ..., a,, € K astfel incat v = Y au;
i=1

siv="T(u)= (Z au;) = Z a;T(u;) = v € SpanT' (V).
Invers, daca v e SpanT(Vl) :> AT (uy), T(ug), ..., T(uy) € T(Vi),us,us,...,u, € Vi si
p
ay, Qg, ..., o € K astfel Incat v = Z a;T(u;) = T(Y ayu;) = v € T(Span(Vy)).
i=1

4.8.10. Determinam nucleulul 1u1 T.
- r1+22x3=0 T = —213
T(z) = Oe = 1+ a9 —23=0 To = 313
Rezulta z € Ker(T) & o = a(—2,-3,1),23 = a € R,def(T) = 1.

Determinam imaginea lui 7.

1+ 273 = 1 T1 = =223+
Tx)=y<& =
(@) =y T+ T2 — T3 = Yo T2 =3T3+ Y2 — i1
Sistemul este compatibil nedeterminat, oricare ar fi y € R. Rezultd Im(7) = R? =
rang(T) = 2.

Cum n = dimgR? = 3 = rang(T) + def(T) = 1 + 2 = 3 si teorema este verificata.
4.8.11 Consideram restrictia lui T la 771(W;) si aplicim teorema rang-defect pentru 7'
dimg V =def(T) + rang(T)
si pentru
Tlr-rowy : T7HW1) = W,
dimg T71(W;) = dimg (ker(T|T Wl))) + dimg (Im(T|T71(W1))) :
Dar dimg (ker(T|T W1))) =def(T),dimg (Im(T|T W1)>) = dimg W1, rezulta
def(T) = dimg T~*(W;) — dimg W,
dimg V =dimg 771(W;) — dimg W; + rang(T) < dimg 771 (W;) — dimg W; + dimg W =
dimg T7H(W;) > dimg V— dimg W+ dimg W;.
4.8.12. Liniaritatea rezulta din proprietatile operatiei de derivare.
Determinarea matricei: d(1) = 0,d(x) = 1,d(2?) = 2z, ...,d(2") = nz"!, deci

O 1 0 --- 0 0
0O 0 2 -~ 0 0
5(d)s = 0 0 0 -~ n—1 0
O 0 0 --- 0 n
O 0 0 --- 0 0
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4
4.8.13. Calculam T'(uy) = (2;0;2; —=2) = ¥ pav;,
i=1
4
T(ug) = (0;2; —2;4) = ;pi20i7

4
T'(us) = (0;0;0;0) = ;pi3vi-

Rezolvand sistemele oE’ginem

4 4

3 = 0

i _32 0

P =g, (T)32: _34 ﬁ 0
g8 33

5 —3 U

4.8.14. a) Fie p1,ps € R, [z] ,p1 = ¢1 - q+ 11,02 = 2+ ¢ + 12, grad(ry) < n, grad(rs) < n,
p1+p2=(c1+c) - q+r +ro,grad(r +1m2) <n

T(p1+p2) =c14co=T(p1) + T(p2),

a-p=a«a-c-q+a-rgrad(ar) =grad(r) <n

T(ap) =a-c=aT(p).

b) Ker(T)={p e R, [z]|[p=0-q+rgrad(r) < grad(q)} .

Fie grad(q) = s. Ker(T') = {p € Ry_1 [z]} .

)1=0-(2*+2+1)+1=T(1)=0

r=0-(*+2+1)+2z=T(x)=0

?=1-(2*4+z2+1)—2z-1=T(* =1

P=x-1)-(P+2r+1)+1=>T@) =2—1,

000 -1
001 1
A= 000 O
000 O

4.8.15. L (R",R"

inmultire cu un scalar.

~—

este spatiu vectorial in raport cu operatiile de adunare a functiilor si de

Fie {wy,wy, ...,wi} o baza in W. Completam péana la o baza in R”, fie aceasta
B = {wy,wa, ..., Wk, Wit 1, -y Wy } -

Fie f € F. Matricea lui f in baza B este:

fwy)) =0re =0 w1 + 0wy + ... + 0wy,

flwg) =0 =0 w1 + 0wy + ... +0 - wy,

f(?Uk):O]anow1+Ow2++0wn,

f(wk+1) = D1+l " W1+ P21 - W2+ oo+ Dpktl - Wh,

f(wn) =Pin W +p2,n cwa + .. +pn,n * W,y

0 --- 0 Prk+1 Pirk+2 " Pin

0 -+ 0 pors1 Pogy2 - Pon
5 (f)B _ . . . . . . .

0O --- 0 Pin P2n “ DPan
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dimg F = n(n — k) si o baza a sa este data de multimea transformarilor liniare core-

spunzatoare matricelor

1,l=1,h=74,5>k
Mij = (mlh)>mlh Z{ ' /2]

0, in rest
2

4.8.16. T(f)(r) =0 < 4 [sin®(x +y)f(y)dy = 0 &
0

2w

Of (3sin(z +y) —sin3(z +y)) f(y)dy =0 <

3sinx 2fwcos yf(y) + 3cosx jzrsin yf(y) — sin 3z 2fﬂcos 3yf(y) — cos3x 2f7rsirl 3yfly) =0«
0 0 0 0

f cosyf(y) = 0. fsinyf(s) = 0. [ cos3y(y) =0,  sin3yf(s) = 0.

2 2 2 2

Ker(T) = {f €eV: g’cosyf(y) =0, Z)f sinyf(y) =0, g’ cos 3y f(y) =0, g’ sin3y f(y) = O} :

Im(T) ={g9g € V:g(z) =csinz + cycosx + cgsin3z + ¢4 cos 3z} .

Im(T) = (Ker(T))"

4.8.18. Fie w € Im(aT) + fTs) = v € V: (o1 + f13)(v) = w = w = T (v) + fT5(v) €
alm(Ty) + fIm(T).

Pentrua=1,0= -1, W=V, T} =T, = Iy = Im(aT) + 8T3) = {Ov} =

dimg (Im(aT 4+ 0T3)) = 0 si dimg («Im(7})) > 0, dimg (8 Im(73)) > 0.

4.8.19. Demonstram ca Im(7?) = Im(T).

Pentru aceasta aratam ca Im(7?) C Im(7T) si, tinind seama cd au aceeasi dimensiune,
rezulta relatia Im(7?) = Im(T).

Fiey € Im(T?) = Jx € V: T*(z) =y, dar y = T(T(x)) = y € Im(T).

Fie Ty : Im(T) — Im(7?),Vu € Im(T) : Ty(u) = T'(u), T} restrictia lui T la Im(T").

Dar Vy € Im(7?),3z € V : T*(z) = y. Dar y = T(T(x)) = T1(T(2)),T(z) € Im(T) = Ty
surjectiva, dimg Im(7?) = dimg Im(7) = T} injectivd = Ker(T}) = {0}, Ker(T}) = Ker(T) N
Im(7T) = Ker(T) N Im(T) = {0} .

Aplicam Grassmann

dimg (Im(7) + Ker(7)) = dimg Im(T") 4+ dimg Ker(T") — dimg (Im(7") N Ker(7")) = dimk V,

Im(7") + Ker(7T) CV = Im(T) + Ker(T) = V.

4.8.20. Notam 5" = S|, ) - Rezultd

rang(S’") + def(S’) = rang(7).

Dar Im(S") = Im(S o T') = rang(S’) = rang(S o T).

Ker(S") = Ker(S) N Im(T") C Ker(S) = def(S") < def(S).

rang(S o T') + def(S") = rang(T), rang(S) + def(S) =n =

rang(SoT) = rang(T) — def(S’) > rang(T") — def(S) = rang(7T") — n+ rang(S) = rang (T') +
rang (S) — n.

4.8.21. Aplicam inegalitatea lui Sylvester matricelor A si B.

rang (AB) > rang (A) + rang (A) — n.

Dar rang (AB) = 0 si rezulta inegalitatea.

4.8.22. Observam ca Ker (T'|y) C Ker(T) < def (T|y) < def(T).
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Stim ca

def(T") + rang(7T") = dimgk X,

def (T'|y) 4 rang (T']y) = dimg V.

Scadem aceste doua egalitati si obtinem:

def(T") — def (T'|y) + rang(T) — rang (T'|y) = dimg X— dimg V.

Dar def(T) — def (T'|y) > 0 = rang(T) — rang (T'|y) < dimg X — dimg V.

4.8.23. Aplicam relatia (69) spatiului Im(S) si subspatiului Im(S o T) :

rang (P o S) — rang (P|Im(SoT)) <rang(S) —rang (SoT) &

rang (P o S) +rang (SoT) < rang(S) +rang(Po SoT).

Transpusa pentru matrice aceastd inegalitate devine: A € M, n(R), B € M,,»,(R),
C € M,y (R) : rang (BC') + rang (AB) < rang (B) + rang (ABC).

4.8.24. Observaam ca

1) Vu € Ker(T7) = T1(u) =0

2) v e V;: Ti(v) #0dar (Th0Ty) (v) =0 = Ker(T1) C Ker(Ty 0 T3) si T1(v) € Ker(T).

3) Problema 77" (Ker(T3)) = Ker (T, o T})?

Fie u € Ty ! (Ker(Ty)) = Ti(u) € Ker(T) = (Ty o T1) (u) = 0 = u € Ker(Tp o T}).

Reciproc u € Ker(To 0 T1) = (To 0o Th) (u) = 0 = To(Ti(u)) = 0 = Ti(u) € Ker(Ty) = u €
17! (Ker(Ty)) .

Definim 7, restrictia lui 7} la 77 ' (Ker(T3)),

Ty : T7 (Ker(Ty)) — Vo, Yu € T (Ker(Ty)) , Ty (u) = Ti(u).

dimp 77 (Ker(Ty)) = def(T}) + rang(Ty).

Dar Ker (T1) C Ker(Ty) = def (T}) C def(T?),

Im (ﬁ) C Ker(Ty) = rang (i) C def(T3)

Rezultd ci dimp 75" (Ker(T3)) = def (T o Ty) = def(T1) + rang(T}) < def(T}) + def(T%).

4.8.25. V, B v, 2 v,

V, 5 Im(Ty) € Vy 2 V; = dimg Im(T) = dimg Im(Ty o T1) + dimg ker(Ty 0 T7)),

ker(Ty o T1) = Im(T7) N Ker(T3) deoarece

z € Ker(TyoTy) = (TyoT1)(x) = Oy, = To(Ti(x)) = Oy, = Ti(x) € Im(T7) N Ker(Tz),

y € Im(Ty) Nker(T3) = Ta(y) = 0,y € Im(Ty) = 3z € V; : T1(z) = y = Tr(Ti(x)) =
Tr(y) =0=z € Ker(Tp 0o T).

4.8.26. Fie transformarile liniare

T:R"—R"5(T)s = A,

S:R"— R"5(5)s =B,
unde am notat cu B o baza canonica.

rang(A + B) = dimg (Im(S + 71))).

Demonstram ca Im(S +7') C Im(S) + Im(7).

Fiey €e Im(S+7T) = 3z € R": (S+1)(z) =y =y =8 +T(x) =y + yo,
y1 € Im(S),y, € Im(T) = y € Im(S) + Im(T)).

Rezulta dimg (Im(S + 7)) < dimg(Im(S) 4+ Im(7"))

dimg (Im(S5)) + dimg (Im(7")) 4+ dimg (Im(S) N (Im(7")) = dimg (Im(S)) + dimg (Im(7"))
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= dimg(Im(S + 7)) < dimg(Im(S) + Im(7)) < dimg(Im(S)) + dimg (Im(7")).

4.8.27. a) Studiem rang(A — bl,,) si rang(B — al,,).

AB —aA—bB + abl, = abl,, = A(B —al,) — b(B — al,) = abl,, = (A —bl,)(B —al,) =
abl, = rang [(A — bl,,)(B — al,)] = n = rang(A — bl,) = rang(B — al,) =

b) AB = aA+bB = aA=AB —bB = A= 1(A—bL,)B =

rang(A) < min {rang(A — bl,,), rang(B)}

Analog rang(B) < min {rang(B — al,),rang(A

;-

)
Din cele doua relatii de mai sus rezulta rang(A) = rang(B).

4.8.28. rang (ATA) = rang(A) < def (ATA) = def(A)

Fie 7 € Ker(A) = Az =0= ATAz =0 = x € Ker (ATA) :

v € Ker (ATA) = ATAz = 0 = 27ATAz = 0 = (Az,Ax) = 0 = |Az|> = 0 = Az =
0=z € Ker(A)

4.8.29. a) A+ B=AB & AB-A-B+1,=1,< (A-1,)(B-1,) =1, =
rang (A —I,,) =rang (B —1I,) =n

Dar A= (A —1,) B = rang A = rang B.

b) Determinam matricea C' astfel incat AC' = CA = 0,,C # 0,.

Fie X € M, «1(C) si sistemul AX = 0,,51,det(A) =0 = 3IX € M,,»1(C) X # 0,1

Fie Y € M, »1(C) si sistemul YA = 0,51, det(A) =0 = 3FY € M,;xn(C) Y # 0144,

Consideram C' = XY € M,,(C)

AC = AXY =0,x1Y =0,,CA=XYA=0,.

Demonstram prin inductie A*CY = 0,,,Vk,j € N = (A +C)P =AP+CPVp e N.

4.8.30. Tr : M,(R) — R,VA € M,(R) : tr(A) = E a; € R

Teorema rang-defect def(Tr) + rang(7Tr) = d1mR./\/l (R), rang(tr) = 1 = def(Tr) =
dimg M,,(R) — rang(Tr) = n* — 1.

4.8.31 a) Tr(AB) = z (z azkb;ﬂ> S (i bkiaik) _ Tr(BA),

Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) e

Tr(AB — BA)=0= S C Ker(Tr) = dimg(S) < def(Tr) = n? — 1.

b) Punem in evidentid n? — 1 vectori liniar independenti din S. Atunci va rezulta ci
dimg(S) = n? — 1.

Fie M,; matricea care are pe pozitia (i,j) valoarea 1 si restul 0. Pentru ¢ # j scriem
M;; = My My — My; My, € S.

My, — M;; = My;Mjy — Mj M.

Se demonstreaza ca sistemul de vectori astfel obtinut este liniar independent.

4.8.32. a) Orice punct (vector) din S; poate fi scris in mod unic in forma (—v,u + v, u)
si orice punct din S, poate fi scris in mod unic in forma (2u,u —v,u + 2v). Aplicatia T :
S1 — Sy este injectiva gi surjectiva (demonstrati!). Daca notam s = (—wvy,u; +v1,u1) s
t = (—vo,ug + vo,uz), avem T (s +t) = T (s) + T (t), Vs,t € Sy si T (cs) = T (s), Ve € Rsi
Vs € 5.
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b) Coordonatele mijlocului segmentului (in spatiu) care unegte punctele (—v,u + v, u) si
(2u,u —v,u+2v) sunt z = u— 5, y = u, z = u+ v si ele satisfac ecuatia 2z — 3y + 2 = 0, care
este ecuatia unui plan ce trece prin origine. Acesta este locul geometric cautat.

¢) Dacd ¢ (X) = (X’), unde X = (z,y,2), X’ = (2/,y/,2') este un izomorfism liniar in R3,

el este de forma
= ayx + ay + azz

Y = bz + boy + b3z
2= crx + ey + 32
in care determinantul coeficientilor este # 0. Impunand conditia ca ¢ coincide cu T pe
subspatiul liniar S, gasim
—a1v + ag (u+v) + azu = 2u
—biw+by(u+v)+bsu=u—v
—cv+ e (u+v) 4 cgu=u+ 2w
Din prima identitate, avem as +az = 2 si as —ay = 0. Daca notam a; = a, vom avea as = a
si a3 = 2 — a. Din celelalte doua identitati, gasim by = b, by = b — 1, b3 = 2 — b si respectiv
1 =¢, ca=c+2,c3=—(c+1). Izomorfismele cautate sunt de forma
¥r=ar+ay+2—a)z
y=br+(b-1)y+(2-0)z
Z=cx+(c+2)y—(c+1)z
in care constantele satisfac conditia —3a + 4b 4 2¢ # 0.
4.8.33. Transformarea adjuncta se defineste prin conditia (T (x),y) = (z, T* (y)), Vz,y €
R3. In baze ortonormate, daca T are matricea A, adjuncta T* are matricea A”.

Deci este preferabil sa lucram in baza {eq, es, e3}. Vom avea
T (v1) =v; +2v3 = 3ey +4ex + €4
T (vg) = vy + bvg + Tuz = 13e; + 1des + 1leg
T (v3) = 3v; — vy — 3v3 = —e1 + 2e3 + €3

T (fr (e1)

Pe de alta parte, avem

)=T + 2T (e3) + T (e3)
T (f2) =T (e1) + T (e2) + 2T (e3)

T(fs) =T (ex) + T (e2)
Scriind 27 (e3) = T'(f2) — T (f3), T (e2) =T (e3) = T'(f1) =T (f2), T'(ex) = T'(f3) — T (e2),
T

vom obtine

T
T

(e1) = 2e1 + Gey + Geg
(62) = —361 — 462 - 563 .
(63) = 761 + 662 + 563

Deci, in baza {ey, ez, e3}, transformarea T* va avea ca matrice transpusa matricei lui T, adica

matricea 9 6 6
Af=| -3 —4 -5
7 6 6
Trecerea de la baza {e1, e, e3} la baza {f1, fo, fs} se face prin matricea schimbarii de baza
1 11
c=12111/,
1 20
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prin urmare matricea lui 7™ in noua baza va fi

B*=CA*C.

4.8.34. Consideram baza canonica, B;, din R? care este ortonormata si matricea lui 7} in

aceasta baza va i

1 2 -1

B1 (T1>B1 - 2 _]_ 1

1 0 1

Matricea endomorfismului 77 In aceeasi baza ortonormata este

1 2 1

T
B (T, = (5 (T)g,) =[2 -1 0
1 1 1

Deci T} : R® — R3 Vo = (21, 22, 73) € R?,
Tl*(l‘) = (ml + 2.T2 + %’3,21’1 — X9, + To + Z‘3) .

Analog,
1 0 0 -1
. T -1 1 0 O
B, (13)5, = (52 (TQ)BQ) “l o -1 1 o0
0o 0 -1 1

Ty : RY — R Vo = (2, 29, 23, 14) € RY,

T5(x) = (1 — x4, —x1 + To, —T9 + X3, —T3 + T4) .

4.8.35 Se stie cd o baza a spatiului R<s [x] este {1,z,2%}. AplicAnd procedeul Gram-
Schmidt se obtine baza ortogonala {1 r.2? — f} si apoi baza ortonormata

B = {7"1(;1:) = %,Tg(ﬂf) */ga: ,r3(x) = \ﬁ(?):c 1)}

In aceastd bazi determinim matricea asociatd endomorfismului

T(ri(z)) =—=3-r(x) +0-ro(z) +0-r3(x)

T(ray(x)) = 248 — 382 = 2V/3ry () + (=3)ra(x) + 0 - ry(x)

T(0(322 = 1)) = 0- r1(x) + 2v/T5ra(x) + (=3)rs(2)

-3 2 0
8(T)g = 0 -3 215
0 0 -3
Matricea endomorfismului adjunct in aceeasi baza ortonormata este
-3 0 0
(1) = 2 -3 0

0 215

T*(ri(x)) = =3ri(x) + 2ra(2) = V6 (v - 1)

T*(ry(x)) = —3ra(z) + 2v/Trs(x) = — V6 (—La? + S + 3)

T*(rs3(x)) = —3rs(x ) —3Y10(342% — 1)

T*(a + bx + cx?) = ( \/_Tl( )+ frz( )+C(15 V10rs(x) + *7"1(35))) =

= a V2T (ry(x)) + 05T (ra(x)) + e VIOT*(r3()) + 2 T*(r1(z)) =
( \/_a—Sb—i-c—f\/_c) (2\/_a—3b—|—2\/_c)x+(15b—30)
4.8.36. Matricea asocoats in baza canonica din R?, bazé ortonormat, este
:<CQS¢ —smgo) P1:< cos ¢ Slng0>.
sinp cosp )’ —singp cosp
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Deoarece P! = PT rezulté ca endomorfismul este ortogonal.
4.8.37. a) Impunem conditia (T (z),T (z)) = (x,z), YV € V gi gasim a (z, u)> (a (u, u) — 2) =
0=a= -2

Prin urmare, T" este data prin

(uu)’
T(x)=2x— 2<§j’7;;> u, VreV.
Rezulta ) )
@oﬂ():T@@w—7<x—<g5%0:zmm—<gghwm:

_x_ﬂﬂwu_2®w>@_2ww>
(u, u) (u,u) (u, u)

ceea ce Tnseamna 1 o T = [ = transformarea identica in V. Este evident ca aplicarea de un

u)zx, Vr eV

numar impar de ori a transformarii T coincide cu T si ca aplicarea de un numar par de ori
coincide cu transformarea identica.
b) Pentru z = (z1, 22, 23) si u = (2;2;1), avem (x,u) = 2z + 229 + 23 $i

2
T (z) = z1€1 + T9es + T3€3 — 9 (221 4 229 + x3) (261 + 2e5 + €3) .

Acum, vom cauta imaginile vectorilor eq, e, e3 pentru a putea scrie matricea lui 7' in aceasta

bazs
aza T(er)=ge1—5ea—ges
T(62> :—%61—’— 162-%63
T(Gg):—%el—geg‘i‘geg
Matricea cautata este
1 1 -8 —4
A=—-| -8 1 -4
I\ 4 -4 7

5.8.1 Vom demonstra doar simetria relatiei: reflexivitatea si tranzitivitatea sunt lasate pe
seama cititorilor. Dacd B = UAU !, atunci A = U™'BU = U'B(U~1)™!: aceasta arati ci,
daca A este asemenea cu B, atunci si B este asemenea cu A.

5.8.2 Calculam mai Intai polinoamele caracteristice ale acestor matrice: Ps(X) = (X —
(X = 2)(X = 3);Pp(X) = (X = 3)*(X —6); Po(X) = (X —2)(X? = X +1); Pp(X) =
(X —3)?(X —6). Rezolviam apoi in C ecuatiile polinomiale asociate.

5.8.3

(1) Este evident ca orice minor de ordin > 2 al matricei A are doua linii proportionale,
deci este nul.
(2) Deoarece, in particular, toti minorii principali de ordin > 2 sunt nuli, polinomul car-

acteristic al matricei A este
PiX)=X" - X" P 40X 2 — . 4+ (=1D)"0, = X" —tX" 1

unde t = a1by + asbs + ... + ayb,. (Notatiile sunt cele din Propozitia 5.2.11.)

(3) Pentru ¢t # 0, matricea A are valoarea proprie 0, de multiplicitate algebrica n — 1 si
valoarea proprie t de multiplicitate algebrica 1. In acest caz, multiplicitatea geometrica
a lui t (care oricum este > 0), este egala cu 1, iar multiplicitatea algebrica a lui 0 (care
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este egala cu n —rang(A)) este n — 1. Cazurile t = 0,rang(A) =1 it = rang(A) =0
sunt lasate spre analiza cititorilor.

(4) Observam cd A% = tA. De aceea, daci t # 0, polinomul minimal al matricei A (care
divide X? —tX) trebuie s& aiba radacini simple, adicd A este diagonalizabila. Cititorul
este iIndemnat sa analizeze cazurile: ¢t = 0, rang(A) = 1, respectiv A = 0.

5.8.4 Calculam

XI,— A -B | XI,-A-B -B
det(XIQn_M>_| _B X[n_A‘|X[n_A—B XI,— A

XI,—A—-B -B
0 XI,—a+b
5.8.5 Daca A = 0, atunci T'(v) = 0-v = 0, adica v € Ker(T). Daca A\ # 0, atunci
T\ ') =X (v) = v, deci v € Im(T).
5.8.6 Fie A\ valoarea proprie corespunzatoare vectorului propriu v; atunci

(T + a-idy)(v) =T(v) +av = (A + a)v,

’ = det(XI,—(A+B))-det(XI,—(A—B)) = P, p(X)-Pa_p(X).

ceea ce arata ca v este vector propriu pentru endomorfismul dat.

O posibila generalizare este: Daca v este vector propriu pentru T, iar F este un polinom
arbitar, atunci v este vector propriu si pentru F(T).

5.8.7 Vom ardata ca toti coeficientii polinomului P; se obtin prin conjugarea complexa
a coeficientilor corespunzatori ai polinomului P4. Daca tinem cont de Propozitia 5.2.11, e
suficient si ardtam ca det(A) este conjugatul complex al det(A): aceasta rezultd imediat din
definitia determinantului si din proprietatile conjugarii.

5.8.8 Reciproca nu este adevarata. Sa consideram, de exemplu, urmatoarele matrice:

10 10
(o) e-(07)

Este evident cd Ps(X) = Pg(X) = (X —1)?, dar A si B nu pot fi asemenea, deoarece U~ AU =
A pentru orice matrice inversabila U.

5.8.9 Doua matrice asemenea A si B au acelasi polinom caracteristic, deci au aceleasi valori
proprii.

Daca v este vector propriu pentru A, iar U este o matrice inversabild pentru care B =
UAU!, atunci w = Uv este vector propriu al lui B, corespunzitor aceleiasi valori proprii A:

Bw = (UAU Y(Uv) = U(Av) = U(\v) = \w.
5.8.10
(1) Fie F(X) =a(X —t1)... (X —t,); atunci F(A) = a(A—t11,)(A—t21,,) ... (A—1t.1,).
De aceea, det(F ( ) = adet(A — t11,) ... det(A — t,.1,) = a™(—1)"Pa(ty) ... Pa(t,).
Cum Pa(X) = (X = A1)...(X — \,), egalitatea din enunt rezulta imediat.
(2) Aplicam proprietatea de la punctul (1) polinomului G(X) =Y — F(X) € K(Y)[X]:
det(G(A)) =det(YI, — F(A) =Y — F(A\))(Y = F(\2)) ... (Y = F(\n)).
Pe de alta parte, det(G(A)) = Pgay(Y), ceea ce demonstreaza afirmatia din enunt.
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5.8.11 De exemplu, subspatiile de dimensiune 2, invariate de 7', sunt planul de simetrie 7,
precum si orice plan [ ce trece prin origine si este perpendicular pe 7.

5.8.12 Vom demonstra, ca exemplu, doar afirmatia: U + W este subspatiu invariat de T'.

Fie v € U+ W un vector arbitrar; exista deci u € U si w € W astfel ca v = v+ w. Atunci:

Tw)=T(u+w)=T(u)+T(w) € U+ W.

(Ultima afirmatie rezulta din ipoteza cad U si W sunt subspatii invariante.)
5.8.13 Raspuns:

1 0 0 2 00 1 00 3 0 0
Ja=102+2 0 ,Jeg=1020 |,Jc=]1 10 |,/Jp=|13 0
0 0 [2—q 01 2 011 0 02

Explicitam calculele doar pentru matricea B: pentru celelalte matrice, recomandam cititorului

sa procedeze analog.
Calculdm Pg(X) = det(X 13 — B) = (X — 2)3. Definim

2 —4 -2
E=B-2L= 1 2 1
0 0 0

Deoarece E? = 03, deci rang(E) = 1, iar rang(E?) = rang(E®) = 0, obtinem n; = ny = 1
(notatiile sunt cele din (88)).
5.8.14 Raspuns:

000 0 00
Ja=|1 0 0 |,B ={X%2X;2}; Jgz=|/1 0 0 |,By={X?%2;2X}.
010 0 00
Argumentdm doar primul calcul. Matricea asociati lui d in baza canonica {1; X; X%} este D =

010 0 0 2
0 0 2 |. Calculdim D*=| 0 0 0 | si D3> =0. O bazd in Im(d?) este v; = [2;0;0]7,
000 000

vector care corespunde polinomului F; = 2. Avem v; = Duy, unde vy = [0;2; O]T corespunde
polinomului £, = 2X, iar vy = Duvs, unde v3 = [0;0; 1] corespunde polinomului 3 = X2. Deci
{F3, F3, F1 } este un vector propriu generalizat, iar matricea asociata lui d in aceasta baza este

matricea Jg.

5.8.15 Raspuns: J4 = ( I (;>,BA = {[4;3]7,[0; 1]7};
000
Jp= |1 00 | ,Bs= {1117 [~4—5:6]";[0;0;1]"};
010
2000
1 200 T T . .
Jo = 012 0 ,Bc = {[1;-1;0;0]",]0;1;—1;0]", [0;0; 1; —1]", [0,0,0, 1]" }.
001 2

(Bazele B4, Bg, Bc in care matricele asociate sunt matricele Jordan, nu sunt unic determinate.)
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Explicitam calculele doar pentru matricea B. Calculam: Pg(X) = X3, deci singura valoare
proprie a lui B este 0. Notam tot cu B endomorfismul lui C* a carei matrice in baza canonica

este matricea B. Calculam

-1 2 1 000
B*=| -1 2 1 |,B*=[0 0 0
1 -2 -1 000

Observam ca dim(Im(B?)) = rang(B?) = 1, o baza fiind de exemplu v; = (1;1; —1)7 (ludm
una din coloanele matricei B?). Cautam vectorul vy € I'm(B) cu proprietatea ci v; = B si
gdsim vy = (—4; —5;6)T (vy este ultima coloand a matricei B), apoi determinim un vector vs
pentru care Buvs = vy si gasim vz = (0;0;1)7 (v3 = e3, deoarece vy este ultima coloani a lui
B). Am determinat astfel o baza in care matricea asociata endomorfismului dat este matricea

Jordan.
5.8.16
00 —1
(1)Cp=110 5
01 -2

(2) Dezvoltam det(X 1, — Cp) dupa ultima coloana si obtinem P(X) =
(_1)n+1a0 . (_1)n—1 + (_1>n+2a1 . (—1)n_2X—{—. ot (_1)2n—1an_2 X (_1)1Xn—2 + (X—l-(ln_l)Xn_l.

(3) Enunt posibil: polinomul minimal al matricei companion Cp este polinomul P. Enuntul
este sustinut de urmatorul caz particular: daca P este ireductibil in K[X], atunci el
trebuie sa coincida cu polinomul minimal al matricei Cp. Vom demonstra ca acest
enunt este adevarat. Consideram matricea Cp ca fiind matricea asociata endomor-
fismului T € Endg(K"), in baza canonica {ey,es,...,e,}. Stim deci ca T(e;) = €;41
pentru 1 <i<n. Fie F =by+ b0 X +...+b,_1 X" ! un polinom de grad < n, pentru
care F'(T') = 0. Atunci

0= F(T)(&l) = b061 + b1€2 + ...+ bn_len.

Folosind liniar independenta sistemului de vectori {e;};, deducem ca F' este polino-
mul nul. Rezulta deci ca polinomul minimal al lui 7" are grad > n, deci coincide cu
polinomul caracteristic, adica cu P(X).

(4) Daca polinomul minimal al unei matrice A coincide cu polinomul caracteristic, Teorema
5.6.3 gi un calcul cu ordinele blocurilor Jordan ne arata ca matricea Jordan J4 are cite
un singur bloc Jordan corespunzator fiecarei valori proprii, al carui ordin este egal cu
multiplicitatea algebrica a valorii proprii respective. In particular, In cazul matricei

companion Cp, forma sa canonica Jordan este

‘]pl (/\1)
J = Jpz ()‘2) :
Jpr<)‘7‘)
daca P(X) = (X — AP (X — Ag)P2 ... (X — \,)Pr este descompunerea in factori liniari
a lui P.
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()

Rezulta din (2) si (4).

5.8.17

(1)

Se aplica doar definitia: daca X.Y € C(A), iar o, § € K, atunci
AlaX 4+ YY) = aAX + fAY = aX A+ Y A= (aX + BY)A,
deci aX + BY € C(A).

Daca polinomul minimal gi polinomul caracteristic ale matricei A coincid, atunci pro-
prietatea ceruta este imediatd: matricele I,,, A, A%, ..., A" ! sunt liniar independente
si comutd cu A. Acest caz particular, care arata legatura intre punctele (2) si (4) ale
problemei, nu este insa suficient pentru a demonstra proprietatea (2) in general.

Sa particularizam Intr-un alt mod: vom presupune acum ca

00 ...00
10 ...00
e
00 ...10

este un bloc Jordan corespunzator numarului 0. (De fapt, pentru un bloc Jordan,
polinomul minimal si polinomul caracteristic coincid, deci putem aplica de la inceput
argumentul de mai sus; includem totusi o demonstratie directa pentru acest caz.) Este

usor de vazut, folosind doar definitia, ca X comuta cu A daca si numai daca

a 00 ... 0

b a 0 ... 0
X=|¢cba .. 0]

Ty zZ ...«

adica diagonalele de sub diagonala principala ale lui X contin cate un acelagi numar,
iar restul elementelor sunt nule. De aceea, in acest caz, dimc(C(A)) = n.

Daca A este un bloc Jordan arbitar (care corespunde numarului A, eventual nenul),
observam ca X comuta cu A daca si numai daca X comuta cu A— \I,,; reducem astfel
problema la cazul particular anterior.

Fie acum A = diag{Ji, J», ..., J,} o matrice Jordan, adica o matrice formata din
blocuri Jordan agezate pe diagonala principala. Vom determina doar acele matrice
X care comuta cu A si, In plus, au o forma - bloc asemanatoare cu A, adica X =
diag{ X1, Xo,...,X,} (deci sunt formate din blocuri de aceleasi dimensiuni cu cele din
A, agezate pe diagonald, iar restul elementelor sunt 0). Daca scriem explicit conditia
de comutare, obtinem imediat relatia

X comuta cu A & X; comuta cu J;, Vi.

Deoarece matricele X de aceastda forma formeaza un subspatiu vectorial al lui C'(A),
iar din cele demonstrate mai sus, obtinem ca dimensiunea acestui subspatiu este n,
deducem ca dimc(C(A)) > n.
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Fie acum A o matrice arbitrara si fie J forma sa canonica Jordan. Este usor
de vizut ci spatiile vectoriale C'(A4) si C(J) sunt izomorfe. Intr-adevir, daci J =
U~'AU, aplicatia X — U~'XU determin izomorfismul cerut. Deci: dime(C(A)) =
dime(C(J)) > n.

(3) Conform celor demonstrate anterior, este suficient sa determinam dimensiunea spatiului
C(J), unde J = diag{Js, J1 } este forma Jordan a matricei B, in care blocurile Jordan
corespund numarului 1. Scriem matricea X sub forma-bloc

M N
(7 a),
unde blocurile au aceleagi dimensiuni cu blocurile lui J. Conditia de comutare se scrie
Jg-M:M'Jg;Jg'N:N'Jl;Jl'P:P'Jg;Jl'Q:Q'Jl.

Stim deja ca M determina un spatiu vectorial de dimensiune 3, iar ) determina un
spatiu vectorial de dimensiune 1. Scriind explicit celelalte doua ecuatii, obtinem ca N
si P determina fiecare spatii vectoriale de dimensiune 1. De aceea, dime(C(B)) = 6.

(4) Procedam analog ca in exemplul de la punctul (3). Este util sa demonstram doar
urmatorul rezultat: Daca J,(«) si J,(8) sunt doud blocuri Jordan, atunci dimensiunea
spatiului matricelor Y pentru cate J,(a)Y = Y J,(B) este egald cu min{p,q} pentru
a = (3, sau este 0 in caz contrar.

5.8.18 Observam ci det(X1, — A) = det(X 1, — AT), deoarece aceste doud matrice sunt
una transpusa celeilalte; de aici, rezulta ca Pa(X) = P4r(X). Pentru a demonstra ca matricele
A si AT au acelasi polinom minimal, folosim faptul ci rangul unei matrice nu se modifica prin
transpunerea matricei respective; de aceea, relatiile (89) arata ca matricele au aceeasi forma
canonica Jordan, deci au acelasi polinom minimal.

5.8.19 Fie U matricea obtinuta din [, prin schimbarea intre ele a liniilor 7 si j, apoi a
coloanelor 7 gi j. Matricea U are in continuare, pe fiecare linie gi coloana, un singur element
egal cu 1, toate celelalte elemente fiind nule. Matricea U corespunde, de fapt, transpozitiei
(i,7): chiar si fard aceasta observatie, putem verifica imediat egalitatea U~! = U. In plus, un
calcul simplu aratd ¢ A = UAU. Deducem ci matricele A si A sunt matrice asemenea, deci
ele au aceeagi forma Jordan.

5.8.20 Putem verifica (de exemplu, prin inductie) ca, daca F este un polinom arbitrar,

F(B) = ( F(A) F'(A) ) |

atunci

0 F(A)
De aceea, polinomul minimal al matricei B este un polinom nenul P, de grad minim posibil,
cu proprietatea ca P gi P’ sunt divizibile cu p,. Ajungem astfel la egalitatea: P(X) = f[l(X —
Ap)s L
5.8.21

(1) Dezvoltati determinantul dupa o linie.
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(2) Evident, m,(2) = 2. Pentru a calcula m,(2), calculam rangul matricei 2/, — A: avem
my(2) = dim(Ker(2ly — A)) =4 —rang(2l, — A) = 1.

(3) Calculam B = A—2I,, apoi B?; subspatiul Cr se obtine determinand vectorii v pentru
care B%v = 0. Explicitam spatiul solutiilor acestui sistem liniar si obtinem Cp =
Span{(1;0; —1;0)T, (0;1;0; —1)T}. Analog, C¢ = Span{(1;0;1;0)7, (0;1;0;1)*}.

(4) Polinomul minimal divide polinomul caracteristic si aceste doua polinoame au aceiasi
factori ireductibili. De aceea, polinomul minimal al lui A poate fi unul din urmatoarele
polinoame: (X — 2)(X +2), (X —2)*(X +2),(X —2)(X +2)%,(X —=2)*(X +2)% O
verificare directd ne aratd ca u,(X) = (X — 2)*(X +2)%

(5) Nu, deoarece polinomul minimal are radacini multiple. Alt argument: m,(2) # m,(2),
deci matricea A nu este diagonalizabila.

(6) Nu, aceleasi calcule sunt valabile si peste corpul Q al numerelor rationale.

5.8.22

(1) Daca UT*AU = diag{ay,an, ..., a,}, atunci U Y APU = diag{d},db, ... aP}. Deci AP
este diagonalizabila.

(2) Daca AP este diagonalizabila, atunci polinomul minimal al acestei matrice este de forma
pap(X) = (X —by1)...(X — b.), unde numerele by, by, ..., b, sunt distincte gi nenule.
Deducem ca F(A) =0, unde F' = (X? — by)...(XP? —b,). Deoarece polinomul F' are
radacini distincte, iar p, divide F', rezulta ca si polinomul minimal p, al matricei A
are radacini distincte. Deci A este diagonalizabila.

5.8.23 Consideram A ca matrice cu elemente numere complexe, asociata unui endomorfism
T € L(C") si fie A € C o valoare proprie a lui A. Exista deci un vector propriu (nenul) v € C",
pentru care Av = X -v. Aplicand conjugarea complexa egalitatii anterioare si tinand cont de
ipoteze, obtinem

7PA=\ 7L,
Deoarece
Mvl| = M v =71 Av = v,

iar ||v]| # 0, deducem ca A € R. Raspunsul la a doua intrebare este negativ. Lasam cititorului
placerea de a gasi un contraexemplu.

5.8.24 Vom demonstra ambele proprietati in acelagi timp, prin inductie dupa n.

Pentru n = 1, problema este evidenta. Sa presupunem acum ca orice matrice simetrica
din My(R) este diagonalizabild, prin intermediul unei matrice de trecere ortogonale, si sa
demonstram ca proprietatea se pastreaza pentru matricele simetrice din My 1(R).

Fie A € M;1(R) o matrice simetrica si fie A o valoare proprie (reald) a matricei A.
Putem alege un vector propriu vy, corespunzator acestei valori proprii, de norma 1. Com-
pletam vectorul v; la o baza a lui R*!, apoi transformam aceasta baza in baza ortonormatd
B = {vy,vs,...,vks1}, folosind, de exemplu, procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt. Fie U
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matricea de trecere dintre baza canonica a lui R¥™! si baza Bj; atunci U este o matrice ortog-
onala, ortogonalitatea fiind echivalenta cu (v;,v;) = d;; (conditie ce defineste bazele ortonor-
mate).

Fie B = U~ AU; deoarece

BT = (AU =UTAT (U = U AU,
deducem ci B este matrice simetricd. In plus, prima coloana a lui B este
Bel = U_lAUel = U_lAUl = U_l>\U1 = )\61,

unde e; este primul vector al bazei canonice din R¥*!. (Am folosit aici doar definitia matricei
de trecere de la o baza la altal). Deducem ca

A0
(5 e)

unde C' este o matrice simetrica, de ordinul k. Conform ipotezei de inductie, exista o matrice
ortogonald V' € My (R) pentru care V1CV este matrice diagonald; atunci matricea

10
D-U. ( Lo )
este o matrice ortogonala, care transforma A intr-o matrice diagonala.
5.8.25

(1) Polinomul minimal al matricei A divide X?, deci este de forma X9. Cum polinomul
caracteristic gi polinomul minimal au aceiagi factori ireductibili, deducem ca P4(X) =
X",

(2) Se foloseste Lema 5.6.1.

(3) Deoarece polinomul minimal al matricei A este de forma u,(X) = X7 matricea A
este diagonalizabila daca si numai daca ¢ = 1. Altfel spus, singura matrice nilpotenta

diagonalizabila este matricea nula.

5.8.26 Pentru implicatia directa, inlocuim A cu J4: urma unei matrice se pastreaza daca
inlocuim matricea data cu o matrice asemenea cu ea.

Pentru implicatia inversa, folosim egalitatea

n

T?”(Ap) = Z)\“

i=1
unde A\, Ao, ..., A, sunt valorile proprii ale lui A.
5.8.27 Exprimam matricea (A + AB)" sub forma

A"+ XC, + NCy+ ...+ XIC, 1 + A" B™,

unde matricele C7, Cy, ..., C,_1 nu depind de .
Pentru o pozitie fixata (i, 7), fie a, ¢y, ¢, ..., c,—1,b elementele de pe pozitia (7, 7) din ma-

tricele A", C1,...,C,_1, B". Ipoteza spune ca polinomul

a+ X +eXP4+ .. +ep XX
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se anuleaza pentru n+1 valori distincte ale variabilei X. Deducem ca acest polinom este identic
nul, deci, in particular, a = b = 0. Asadar, toate elementele matricelor A” si B™ sunt nule, deci
matricele A si B sunt nilpotente.

5.8.28

(1) Polinomul minimal al lui A divide X (X — 1), deci are radacini simple.

(2) Inlocuim A cu Jyu: rangul i urma matricei nu se schimba prin aceasti inlocuire. Daci
A este idempotenta, atunci celulele Jordan din J4 au ordin 1 gi corespund valorilor
proprii 0 sau 1.

(3) A2=A = (I-A?2=1-A.

(4) Dacit (A+ B)?2 = A+ B, atunci AB + BA = 0,,. Inmultim la stdnga cu A, apoi la
dreapta cu B aceasta relatie si obtinem

AB = —ABA = BA.

Deci AB = BA = 0,,. Reciproca este imediata.

5.8.29 Demonstratia se face prin inductie dupa n. Pentru n = 2, rezulta imediat ca putem
alege vectorul v # 0 pentru care Av si v sunt liniar independenti; in baza {v, Av}, matricea

asemenea cu A are forma ceruta.

. . . . B
Fie A o matrice de ordin m + 1, cu m > 2. Scriem A = . I , unde B este o

matrice de ordinul m. Putem presupune (efectuind eventual permutari de linii gi coloane)

cd B # M,,. Existd deci o matrice inversabila U € M,,(K) pentru care UPU™! are forma

-1 —1
ceruta. Diagonala matricei C' = ( v-o ) ( B ) ( v 0 ) = ( UBU * ) este de
0 1 * ok 0 1 * *

forma diag{0,0,...,0,a,3}. Daca o« = 0, am terminat; daca nu, aplicam cazul n = 2 matricei
o %
(2 5)
5.8.30 Fie \q,..., \,, cele m valori proprii distincte, de multiplicitati algebrice py, ..., pm.
Atunci

bz’j = p1>\i+j72 + pg)\l;rj72 + ...+ pmkﬁj_?

Folosind un determinant de tip Vandermonde si proprietatea det(XY') = det(X)det(Y"), obtinem
egalitatea
det(bij>i,j€m =P1---Pm H()\Z — )\j)2 # 0.
i<j
6.6.1 Se verifica imediat, prin calcul direct, ca aplicatiile de la punctele a) si ¢) sunt forme

biliniare, in timp ce aplicatia data la punctul b) nu este forma biliniara.

6.6.2 Tinand cont de proprietatile matricelor avem:
FlaX +p0Y,Z) = (aX + fY)AZ' = aXAZ'+ BY AZ' = aF (X, Z)+ BF(Y, Z) si F(X,aY +
BZ)=XA(Y +p2) = XA(QY'+5Z") = aXAY'+ X AZ' = aF (X,Y)+BF (X, Z). Astfel,

putem conchide ca F' este o forma biliniara. Forma biliniara nu este simetrica.
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6.6.3 Daca x = Oy, atunci F(z,y) = F(z,z) = 0, deci In urmdtoarea inegalitate F'(x,y)* <
F(z,z)F(y,y) avem egalitate. Pe de alta parte, deoarece orice multime de vectori ce contine
vectorul nul este liniar dependenta, problema este rezolvata in acest caz particular.

Putem presupune deci ca z # Oy, adica F(x,x) > 0. Consideram « € R arbitrar. Deoarece
F este pozitiv definita, rezulta ca F(ax + y,az +y) > 0. Pe de alta parte, folosind axiomele
din definitia formei biliniare, avem F(ax + vy, ax + y) = o*F(z,x) + 2aF (z,y) + F(y,y), deci
o*F(z,z) +2aF (z,y) + F(y,y) > 0, pentru orice x,y € V.

Definim functia ¢ : R — R, ¢(a) = o?F(z,z) + 2aF(x,y) + F(y,y). Observim ca ¢
este o functie polinomiala de gradul doi, avand coeficientul termenului dominant F'(x,z) > 0
si cu proprietatea ci ¢(a) > 0, pentru orice a € R. Obtinem cd A < 0, adica 4F(x,y)? —
4F(z,z)F (y,y) <0, de unde rezulta ca F(z,y)* < F(z,z)F(y,y).

Presupunem acum ci F(z,y)*> = F(z,2)F(y,y), adici A = 0. Atunci ecuatia de gradul
doi a?F(z,x) + 2aF (z,y) + F(y,y) = 0 are doua riadacini reale egale a; = ay. Obtinem deci
ca F(agz + y,anx +y) = 0, ceea ce conduce la ayx +y = 0, deci vectorii z i y sunt liniar
dependent;i.

Reciproc, daca x si y sunt liniar dependenti, atunci exista A € R astfel incat y = Ax.
Rezultd ca F(z,y)? = o*F(x,2)?, iar F(z,2)F(y,y) = F(z,2)F(az,ar) = o*F(x,z)?. Din
ultimele doud relatii obtinem c& F(z,y)? = F(x,2)F(y,y).

6.6.4 a) Se verifica prin calcul direct ca F' este forma biliniara.
b) Matricea asociatd formei biliniare F' in baza canonica a lui R? este:

0 30
A= 1 10
-1 0 2

¢) Vom folosi Teorema 6.1.7. Deoarece matricea asociata formei patratice F'in baza canonica
By este A, gasita la punctul precedent, iar matricea de trecere de la B; la By este C' =

011
1 0 1 |, rezulta ca matricea asociata lui F' in baza B, este:
1 00
011 0 3 0 011 3 01
B=CT"AC=|[10 0 1 10 101]|=[303
110 -1 0 2 100 4 1 5

6.6.5a) Q:R* — R, Q(z) = F(z,z) = 22 + 23 + 22 + 4,29 — 87973;
b) @ : M,(R) = R, Q(A) =Tr(A).

6.6.6 a) ApliciAnd procedeul descris in Teorema 6.2.7 avem:
Q(z) = (23 — 2wy29 + 42123) + 925 + 1723 = (11 — 13 + 223)* — 25 — 423 + dwowz + 975 + 1723

1
= (z1 — 72 + 223)* + 825 + 1375 + daoxs = (71 — T2 + 273)° + §(64:1;§ + 32w9x3 + 1373)
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1 1 1 25
= (z1 — T9 + 273)* + §(8$2 + 223)% — 531:?,) + 1323 = (21 — 22 + 223)* + §(8x2 + 223)% + ?xg

Cu notatiile:
Zi‘l :ZL‘l—ZEQ—f-QIg
{Z'Q = 81‘2 + 21’3
fg = T3
vom obtine forma canonica a formei patratice:

1 25
Qz) = T} + =75 + — 1.
8 2
b) Ne aflam in primul caz al metodei lui Gauss, prezentat in demonstratia Teoremei 6.2.7.
Astfel
1
Q(z) = (427 — dx129 — 47173) + 15 + X5 + S8T973 = 1(169(;? — 162129 — 167173) + 75 + 23+

1 1
Loz = Z(4x1 — 21y — 213)? — 23 — a:% — 20913 + 12 + x% + 8x9x3 = Z(4x1 — 29 — 213)? + 62913,

In continuare ne aflam in cel de-al doilea caz al metodei lui Gauss. Pentru a obtine un nou

termen cu patrat vom nota:
41’1 — 2372 — 2.133 = jﬁl
To = .fQ + 533
T3 = ZfQ — f3
Obtinem forma canonica:

1
Qz) = Zaﬁﬁ + 675 — 673.

¢) Notand
1 =) + 7
Ty = ) — T
T3 = T4
Ty =1
rezulta:
Q(z) =2 — 22 + 2xwy + 22 a) + bl = (2] + a5 + )’ — a:’g — - 2xhxl — o'+ T, =
/ / 1\2 12 12 12 W] / / 1\2 /2 / 1/2 3/2
() +ay+ o))" —ay — a2’y — 2l —alal, = (2] + 2y + o))" — 25 — <x3+2x4) - %

In final gasim forma canonica
Q(z) =7} — 73 — 75 — 7.
d) Succesiv avem:

1
Q(z) = (22 + 2129 + 22125 — 4T 124) + 225 — 322 + 2ox3 + T3w4 = (71 + 5352 + 13 — 214)%—

1 1
ng — T3 — 425 — Tox3 + Toxy + 4a374 + 225 — 35 + Tox3 + T34 = (71 + 53:2 + w3 — 214)%+

7 1 4 749 7
ng — 23— T2} + Doy + 5374 = <I1+§IL’2+CC3 —2x4)2+? (16:53 + 4x2x4) — 23— T2 +5x374 =

1 4 /7 1 21 1
(.1'1 + 51‘2 + X3 — 2.’13'4)2 + ? <4£E2 + 2.’13'4) — ?xi — .CL'% — 7.’13'?1 + 533’3$4 = (331 + 5.1'2 + T3 — 2334)2+
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407 1 N\ , 50, 1 , AT 12 5\2
7($2+JI4> —x3——x4+5x3x4:(x1+§x2+x3—2x4) +<I2+l’4) —(xg—) +

4 2 7 7\4 2 2
25 50 1 4 17 1 \? 5\% 25
ZIZ — 71‘421 = (ZEl + 51‘2 + Tr3 — 2%4)2 + ? <4I2 + 21’4) — (Ig — 2> — %l’i
Asadar, forma canonica va fi
R P
Q(x) = i + ;133 — 75— %ﬁ
6.6.7 a) Matricea asociata formei patratice este
1 8 2
A= 8 8 2
2 21
Minorii principali ai acestei matrice sunt:
18 1 8 2
8 8
2 21
Forma canonica a formei patratice () va fi:
1 _ _
Qz) =73 — %xg + 273
_2 1l 1
b) Q(z) = 11 — 575 + 573
) Q) = 7 — 37 + 57 + 21
_ _ 1_
Q) Qo) = 3+ — 73— 12
6.6.8 Formele canonice obtinute prin metoda transformarilor ortogonale sunt:
a) Q(r) = —Z% + 273 + 573;
b) Q(z) = —27% — 2% + T%;
¢) Q(z) = —z3 + b3 + 1173,
6.6.9 In urma aplicirii metodei lui Gauss obtinem forma canonici Qz) = %a_ﬁ + %:ﬁ% +
%_Z, unde il = 5.%1 — 21’2 — 21’3, Li'g = 2576i'2 — %533 §1 .i'g = X3.

Aplicdnd metoda lui Jacobi vom gési forma canonica Q(x) = %i? + %ig + %ii, iar prin

metoda transformarilor ortogonale obtinem Q(z) = 273 + 573 + 873.

Toate formele canonice gSite contin 3 termeni pozitivi, 0 negativi si 0 nuli, deci signatura
este (3,0,0).
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6. SOLUTII

6.6.10 a) Vom folosi Criteriul lui Sylvester. Deoarece matricea asociata formei patratice @)

este

2 -2 a+1

rezulta ca minorii principali ai matricei A vor fi:

a—2 -1

Alza—Q, A2: 1 a—2

| si Ag=| -1 a-1 =2
2 -2 a-1
Pentru ca forma patratica sa fie pozitiv definita conditia necesara si suficienta este ca A; > 0,
pentru ¢ = 1, 3.
Rezultd cda Ay = a—2 > 0, Ay = (a—=3)(a—1) > 0si Az = (a—3)*(a+3) > 0.
Intersectand solutiile acestor trei inecuatii vom gasi a € (3, +00).

b) Pentru a = 3 obtinem forma patraticd Q(x) = =z} + x3 + 423 — 2x179 + 4w173 —
1 -1 2
4xox3. Matricea asociata este A = —1 1 —2 | i astfel ecuatia caracteristica va fi
2 =2 4
1—-Xx -1 2
A = —1 1—X =2 |. Obtinem valorile proprii Ay = Ay = 0, A3 = 6, deci forma
2 -2 4=

canonicd a formei patratice va fi Q(x) = 6z3.

6.6.11 Fie {v;};,_1 si {w;},_15; baze ale K-spatiilor vectoriale V si respectiv.'W. Atunci

j=1m

{vi ®w;},_75 este baza a lui V@ W. Definim ¢ : (V& W)* — V* @ W* astfel incat

j=1lm
pe elementele bazei spatiului vectorial (V @ W)* avem ¢((v; ® w;)*) = vj ® wj. Evident ¢

este transformare liniara. Cum {v}},_1— si {w;} _— sunt baze ale K-spatiilor vectoriale V* si
’ ]: 7m

i=1n
j=1lm

respectiv W*, rezulta ca {v;‘ ® w;} este baza a spatiului V*@W*. Astfel, ¢ este surjectiva.

Deoarece

rezulta ca ¢ este izomorfism.

6.6.12 Presupunem prin absurd ca exista v € V gi w € W astfel incat v; ® wy + vo ® wy =

v ® w. Daca vectorii vy, v9, v ar fi liniar independenti, din relatia
(125) MRQW; +1Qwy —vQ@w =20

si din Propozitia 6.5.6 ar rezulta ca w; = wy = w, In contradictie cu liniar independenta
vectorilor wy si we. Similar, vectorii wy, we, w nu pot fi liniar independenti.
Agadar, v este o combinatie liniara a vectorilor vy si vo, iar w este o combinatie liniara a

vectorilor wy si wy. Rezulta ca

V=00 +agvy  siw = Bwr + Bows,
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cu o, ag, By, B, € K. Este clar cd o + a2 # 0 si 82 + 52 # 0. Inlocuind in relatia (125) si
grupand termenii convenabil, obtinem:
01 @ [(1 — a1 By) w1 — a1 Bywa] 4+ va @ [—azBiwr + (1 — aafy) we] = 0.

Deoarece vq, vy sunt liniar independenti, din Propozitia 6.5.6 rezulta ca (1 — ay3;) wi—aq Bowy =
0 si —agfBiws + (1 — agfy) wy = 0. Deci wy si wy sunt liniar dependenti (o contradictie) sau
1—ayf; = alBy = ayff; = 1 — aufy, = 0 (0 contradictie, deoarece din a3, = asfl, = 1 rezulta
ca aq, By, g, By #0).

6.6.13 a) Deoarece dimg(R) = R, atunci exista o multime I de cardinal X astfel incat avem

urmétorul izomorfism de spatii vectoriale: R ~ Q). In acest caz, |I x I| = || si astfel:
b) Deoarece C ~ R?, ca si Q—spatii vectoriale, rezultd ci
C®eC~R*®yR*~ (R®R)'~R*~C xC,

ca si Q—spatii vectoriale.
¢) Cum dimg(C) = 2, rezulta c& dimg(C ®r C) = 4, deci C @ C ~ R™.
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algoritmul lui Euclid, 21
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caracteristica unui corp, 12
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corp, 10
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dezvoltarea unui determinant dupa o linie
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dualul algebric, 83
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inversiune, 15
izomorfism de corpuri, 25
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izomorfism de inele, 10

legea de asociativitate generalizata, 6
liniar dependent, 67
liniar independent, 67

matrice adjuncta, 42
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matrice asociata formei patratice, 149
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matrice cu blocuri, 48
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matrice diagonala, 40

matrice esalon, 44
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6. INDEX

n-grupul liniar general, 42
n-grupul ortogonal, 43
n-grupul ortogonal special, 43
norma, 74

operatie algebrica, 4

operatie asociativa, 4

operatie comutativa, 4

ordinul de multiplicitate al unei radacini, 19
ordinul unui element, 8

ordinul unui grup, 6

parte stabila, 4

permutari impare, 15

permutari pare, 15

polara formei patratice, 148
polinom ireductibil, 21

polinom reductibil, 21

polinom unitar, 17

produs direct de grupuri, 5
produs scalar, 73

produs tensorial, 169

proiectii ortogonale, 100
proprietatile determinantilor, 33
proprietatea de aditivitate, 81
proprietatea de omogeneitate, 81

rangul unei matrice, 40
reducere la forma canonica, 150

signatura formei patratice, 158
signatura unei permutari, 15
sistem algebric compatibil, 51
sistem algebric incompatibil, 51
sistem algebric liniar, 50
sistem Cramer, 55

sistem de generatori, 68
sistem omogen, 56

spatiu vectorial, 63

spatiu vectorial euclidian, 73
spatii vectoriale izomorfe, 88
subcorp, 11

subgrup, 6

subinel, 10

subspatii suplimentare, 66
subspatiu vectorial, 64
subspatiul generat, 67

suma directa, 66

suma subspatiilor, 65

Teorema inertiei, 158
Teorema lui Gauss, 150
Teorema lui Jacobi, 153
transformare elementara, 44
transformare liniara, 81
transformare liniara
automorfism, 82
endomorfism, 82
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transformarea identitate, 83
transformare liniara

defectul, 87
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